Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Théme : Ecriture d’un entier en base b Chapitre : 1

Certains énoncés font appel a un peu d’arithmétique (congruence,...) et pourront étre abordés apres ce
chapitre...

1.

10.

11.

Comment s’écrit 2004 en base 2 ? en base 4 ? en base 16 7

*Déterminer les deux derniers chiffres de Pécriture décimale de 32004,

9
*Quel est le dernier chiffre de I’écriture décimale de 79" 7

**Quel est le nombre maximal de 9 a la fin de ’écriture en base 10 d’un carré ?

*Soit abede f Iécriture en base 10 d’un entier divisible par 13. Montrer que I’entier dont I’écriture est
bede fa est encore divisible par 13. (Oral X 2003)

P
Soit b > 2 et n € N un entier que I'on écrit en base b : n = Zakbk avec ay € [0,b — 1] pour tout k.
k=0

On notera n = @pa,_1..-G1G0" -

Existe-t-il une base b dans laquelle 32" 114" = 103" ?

**Soit A I'entier qui s’écrit en base 10 avec 2004 fois le chiffre 6. Quelle est la somme des chiffres du
carré de A 7

**Soit A = 4444**4 B la somme des chiffres de A (en écriture décimale), C' la somme des chiffres de
B, et D la somme des chiffres de C'. Trouver D. (Olympiades)

“**A tout entier n écrit en base 10 on associe f(n) la somme des carrés des chiffres de n. Montrer que
toute suite u, définie par uy € N et la relation de récurrence u, 1 = f(uy) est périodique a partir
d’un certain rang.

***Si n est un entier, on note f(n) la somme de n et du produit des chiffres de n écrit en base 10.
Montrer que pour tout entier k& € N, la suite (u,) définie par ug = k, et la relation de récurrence
Unt+1 = f(u,) est stationnaire & partir d’'un certain rang. Par exemple en partant de ug = 7, on
obtient u; = 14, us = 18, ug = 26, ug = 38, us = 62, ug = 74, uy = 102, ug = 102,...




12. **La balance de Roberval (1602-1675).

Rappelons que cette balance est composée de deux plateaux : sur 'un on met 'objet a peser et sur
I’autre les masses. On établit 1’équilibre pour avoir la masse de I'objet.

Tous les masses considérées ici sont des entiers. On fixe n > 1.

(a) Vous étes ingénieur a I'usine Roberval, et on vous demande de choisir les n masses vendues avec
la balance, avec les contraintes suivantes. On aimerait que l'utilisateur puisse peser tout un
intervalle de poids [1, p] avec p le plus grand possible. Trouver p et les masses qui correspondent
et prouver qu’il y unicité de la solution.

(b) On suppose maintenant que 'utilisateur, qui est treés malin, a I'idée de placer des masses des deux
cOtés de la balance ! Ainsi, les masses 2 et 3 permettent de peser un objet de poids 1. II suffit
de mettre la masse 2 avec 'objet et la masse 3 de 'autre co6té. Comment dans ce cas choisir les
n masses pour pouvoir peser U'intervalle de poids [1, p] le plus grand possible? Montrer qu'il y a
encore unicité de la solution.

13. **Le jeu de Josephus

Soit n > 1 un entier naturel. On écrit les entiers de 1 & n dans 'ordre croissant sur un cercle. Le
jeu consiste a effacer un entier sur deux, en commenant par 2, 4,... et en tournant autour du cercle,
jusqu’a n’obtenir plus qu'un seul entier. Cet entier résiduel est noté J(n). Par exemple, si n = 7, on
raye successivement 2,4, 6,1,5,3 et il reste 7 de sorte que J(7) = 7. On convient de poser J(1) = 1.

(a) Calculer J(k) pour 1 < k < 10. Montrer que Vn > 1, J(2n) =2J(n)—1et J(2n+1) =2J(n)+1.

(b) On écrit n en base 2, n = by + 2b; + ... + 2Pb, ot les b; sont dans {0, 1} avec b, # 0. Etablir par
P

récurrence que J(n) = Z(%k —1)2~,
k=0
(c) Calculer J(2004). Que vaut J(2P) pour p > 17

(d) Déterminer les entiers n > 1 tels que J(n) = n. Quelle est 'image de I’application J : N* — N* ?

14. On note s(n) la somme des chiffres de 2" (en base 10).

(a) **Existe-t-il des entiers n tels que s(n) = s(n+1) ?

(b) ***Montrer qu'’il existe une puissance de 2 dont le début de I’écriture (& gauche) en base 10 est
votre date de naissance.

(¢) ***Montrer que la suite s(n) tend vers l'infini.




