Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Théme : Théorie des ensembles Chapitre : 1

Dans les énoncés suivants, sauf mention contraire, E, F, ... sont des ensembles quelconques.
1. Soit (A, B,C) € P(E)3.

(a) Montrer que : (AUBC AUCet ANBCANC)= (BCCC).
(b) Montrer que : (AUB=AUCet ANB=ANC)= (B=C).
(c) Montrer que : (A= B) <= (ANB=AUB,).

2. *Soient A, B des parties de E. Simplifier les expressions suivantes :
(a) (ANB)U(ANB)U(ANB)U(ANB)
(b) AU(ANB)U(ANBNC)
(c) A\ (A\ B).

3. Montrer que E = F <= P(E) = P(F).

4. Expliciter 'ensemble P(P({0})).

5. Deux ensembles disjoints sont-ils nécessairement distincts ?

6. *Soient A, B,C, D des parties de E. Montrer que

(AcO)AN(BcCD)A(CND=0)AN(AUB=CUD))= ((A=C)A(B=D))

7. **Soient A, B deux ensembles. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que Ax B = B x A.

8. **La différence symétrique.
On définit la loi de composition interne A sur P(E) par AAB = (AN B) U (BN A).

(a) Montrer que AAB = (AUB)\ (ANB). Vérifier que AAB = () <= A = B. Cela rend la différence
symétrique utile pour la théorie de la reconnaissance des formes, par exemple en informatique :
les ensembles A et B se ressemblent d’autant plus que la différence symétrigue AAB est "petite”.

Comparer AA(BNC) et (AAB)N(AAC). Méme question en remplagant N par U.
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Montrer que A est associative et commutative. Y a-t-il un élément neutre 7
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(d) SiA,..., A, sont n parties de E, montrer que x € A1 AAsA...AA, si et seulement si x appartient
a un nombre impair de A;.

(e) Représenter dans R? ’ensemble des couples (z, %) tels que (z+y—1)(y—x2)(z+2y+4)(y—4) < 0.

9. *Quelques équations dans P(E). On se donne A, B des parties de E.

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que I’équation A N X = B admette au moins
une solution (X € P(FE) étant 'inconnue) et résoudre alors I’équation.
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(b) Méme question avec I'équation AU X = B.
(¢) Méme question avec 'équation AAX = B.

*Une autre équation. Soit (A4, B) € P(E)2. Discuter et résoudre 1’équation (AN X)U(BNX) = 0.

**Soit E' un ensemble et F un sous-ensemble de P(FE). Montrer que les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) V(A,B) € F?, AAB€ Fet ANBE€ F.
(ii) V(A,B) € F2, AAB€ Fet AUBEF.
(iii) V(A,B) € F2, AUB € F et A\B€ F.

**Définitions du couple. Ezercice d’approfondissement qui n’est pas fondamental.
Pour définir la notion de couple (a,b) a l'aide de la théorie des ensembles il faut parvenir a distinguer
les deux éléments a et b. L’exercice propose deux solutions possibles.
(a) Si a,b sont deux objets, on pose (a,b) = {{a}, {a,b}}. Montrer que (a,b) = (c,d) si et seulement
sia=cetb=d. Cestla définition de Kuratowski (1921).
(b) Méme question en prenant cette fois la définition de Wiener (1914) : (a,b) = {{{a},0}, {{b}}}.

** Axiome de régularité.

On a dans la théorie des ensembles l'axiome de régularité suivant : pour tout ensemble F, il existe
X eFEtelque XNE=0.

En déduire que pour tout ensemble F on a E ¢ E. En déduire de méme que si E, F sont deux
ensembles on ne peut pas avoir a la fois £ € F et F' € E.

***On suppose que E contient n éléments (n > 2) et que Ay, ..., A, sont des parties distinctes de E
qui ont la propriété suivante : si x et y sont deux éléments distincts de F, il existe toujours un indice
i tel que : soit x € A; et y ¢ A;, soit ¢ A; et y € A;. Montrer qu’alors n < 2™.

***0On suppose que E contient n éléments. Soit A1, ..., A; des parties deux a deux distinctes de E. On
suppose que pour i # j, A; N A; # (). Montrer que k < 2"~!. Donner un exemple ol il y a égalité.




