
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Entiers naturels, récurrence Chapitre : 1

1. On va montrer par récurrence sur n > 2 que n points distincts quelconques du plan sont toujours
alignés. C’est trivialement vrai pour n = 2. Supposons le résultat vrai au rang n et donnons nous n+1
points distincts A1, A2, . . . , An+1 dans le plan. Par hypothèse de récurrence les points A1, A2, . . . , An

sont sur une même droite de même que les points A2, . . . , An+1. Or les deux droites sont égales car
elles contiennent A2 et A3 qui sont distincts. Il en résulte que A1, . . . , An+1 sont alignés ce qui termine
la récurrence. Qu’est ce qui ne va pas ???

2. On va montrer que le plus grand entier naturel strictement positif est 1. En effet, soit n le plus grand
entier strictement positif. Comme n > 1, on a n2 > n. Par définition de n, on a forcément n2 6 n de
sorte que n2 = n et donc n = 1 (puisque n 6= 0). Donc 1 est le plus grand entier naturel strictement
positif. Où est la faute de raisonnement ?

3. Montrer par récurrence que 1+3+5+· · ·+(2n−1) = n2. Essayer de trouver une preuve ”géométrique”
de cette identité.

4. Montrer par récurrence que 32n − 2n est toujours divisible par 7.

5. Montrer que pour tout n ∈ N on a n < 2n.

En particulier si E est fini de cardinal n, E a strictement moins d’éléments que P(E). Cela est
général : montrer, comme l’a fait Cantor, que pour tout ensemble E il existe toujours une injection
de E dans P(E) mais jamais de surjection (mérite ∗∗∗ si l’idée n’est pas connue).

6. ∗Montrer que pour tout entier n > 3 l’équation 1 =
1
x1

+ · · · + 1
xn

admet au moins une solution en

nombre entiers naturels tous distincts.

7. Soit (un)n>0 une suite strictement croissante de N. Montrer que ∀n ∈ N, un > n.

8. Montrer par récurrence les formules suivantes (on pourra les retenir car elles interviennent souvent) :

n∑
k=1

k =
n(n + 1)

2

n∑
k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6

n∑
k=1

k3 =
n2(n + 1)2

4

9. ∗Montrer que pour tout n > 1, 4n(n!)3 < (n + 1)3n.

10. Ecriture factorielle d’une entier.

(a) Montrer que ∀n ∈ N∗, 1.1! + 2.2! + · · ·+ n.n! = (n + 1)!− 1.

(b) ∗∗Prouver que pour tout entier k ∈ [[0, (n + 1)!− 1]] il existe un unique n-uplet (a1, ..., an) tel que
k = a1.1! + · · ·+ an.n! avec 0 6 ak 6 k pour tout k ∈ [[1, n]].

11. ∗Quels sont les entiers n ∈ N pour lesquels un = n4 + 2n3 + 3n2 + 1 est un carré ? (X 2003)



12. ∗∗∗On écrit sur une ligne les entiers entre 0 et n (n > 1). Comme dans le triangle de Pascal, on écrit
sur une seconde ligne les sommes de deux entiers consécutifs de la ligne 1. On fait de même pour
construire la troisième ligne,... jusqu’à n’obtenir qu’un seul entier. Quelle est la valeur de cet entier ?

0 1 2 3 · · · n− 1 n
1 3 5 · · · 2n− 1

4 8 · · · · · ·
. . .

...

13. ∗∗Preuve de Cauchy de l’inégalité arithmetico-géométrique.

Soit P (n) une propriété dépendant de n > 2. On suppose que :

(i) P (2) est vraie.

(ii) ∀n > 2, P (n) =⇒ P (n− 1).

(iii) ∀n > 2, P (n) =⇒ P (2n).

(a) Montrer que P (n) est vraie pour tout n > 2.

(b) Appliquer à la proposition : P (n) ∀(x1, ..., xn) ∈ Rn
+,

(
x1 + · · ·+ xn

n

)n

> x1x2...xn. Pour vérifier

(ii) on appliquera P (n) en prenant xn =
x1 + · · ·+ xn−1

n− 1
.

L’inégalité ainsi démontrée est l’inégalité arithmetico-géométrique. On rencontrera d’autres
preuves de cette inégalité par la suite.

14. ∗∗Suite de Fibonacci.

La célèbre suite de Fibonacci (Fn) est définie par F0 = 0, F1 = 1 et la relation de récurrence ∀n > 1,
Fn+1 = Fn + Fn−1. Les premiers termes sont 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...

Montrer que ∀(n, p) ∈ N∗ × N, Fn−1Fp + FnFp+1 = Fn+p.

15. ∗∗∗∗Soit f : N −→ N vérifiant f(n + 1) > f(f(n)) pour tout n ∈ N. Montrer par récurrence que pour
tout n, f(n) > n et en déduire que f(n) = n pour tout n ∈ N. (Olympiades)

16. ∗∗∗∗Soit f : N → N telle que f(1) > 0 et ∀(n, m) ∈ N2, f(n2 + m2) = f(n)2 + f(m)2. Calculer f(k)
pour 0 6 k 6 12, puis déterminer f(n) pour n entier quelconque.


