Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Théme : Fonctions monotones Chapitre : 6

1. **Soit f: Ry — R, croissante. Construire une fonction g continue sur R, telle que f < g

2. *Soit f : R — R continue.

(a) On suppose la restriction de f a Q croissante. Montrer que f est croissante.

(b) Méme question en remplagant croissante par strictement croissante.

f(z)

décroissante sur R* . Montrer que f est continue sur RY . (Oral X)

3. *Soit f : RY — R croissante. On pose pour tout x > 0, g(x) = et on suppose que g est

4. **Soit f: R — R. On considere les propriétés suivantes :
(i) f est monotone
(7i) f est strictement monotone
(7i1) f est continue
(iv) f est injective
(v) f(R) est un intervalle

(a) Etudier toutes les implications entre ces propriétés. Prouver celles qui sont vraies et donner un
contre-exemple a celles qui sont fausses.

(b) Montrer que (i) et (v) = (ii).
(¢) Montrer que (iii) et (iv) = (i1).

5. ***Soit f € CO(R,R) telle que : Vx € R, 36 > 0, Vy € [z,z + d], f(z) < f(y).

Montrer que f est croissante sur R.

6. ***Soit f :]0,1[— R croissante. Cet exercice nécessite quelques connaissances sur la dénombrabilité.

(a) Rédemontrer que f admet une limite & gauche et & droite en tout point.
(b) Pour € > 0 montrer que ’ensemble des z €]0, 1] tel que lim+ f(z) — hm f(z) > € est fini.
z—0
(c) En déduire que ’ensemble des discontinuités de f est au plus denombrable. Généraliser cela a
une application croissante de R dans R.

(d) Donner un exemple de telle fonction ou le nombre de discontinuité est infini (dénombrable). Peut-
on trouver une fonction croissante discontinue en chaque rationnel de ]0, 1] et continue en chaque
irrationnel 7




