Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Théme : Relation d’ordre Chapitre : 1

Létude générale des relations d’ordre n’est pas un objectif du programme : on ne rencontrera pratiquement
que l'ordre usuel (total) sur l’ensemble des nombres réels et ses sous-ensembles et l'inclusion sur P(E) qui
n'est pas total dés que E posséde assez d’éléments (cf. exo 1). Les exercices liés aux inégalités dans R
figureront sur une autre fiche. On propose ici quelques exercices simples sur la notion d’ordre (des exemples,
des questions sur la notion de partie majorée,...) ainsi que quelques énoncés plus abstraits pour ceux qui
souhaitent approfondir la notion.

1. *L’inclusion. Soit E un ensemble. On ordonne P(E) par l'inclusion C.
(a) A quelle condition sur E cet ordre est-il total 7
(b) Y a-t-il un plus petit (grand) élément ?

(c¢) La réunion de deux parties majorées de P(FE) est-elle forcément majorée 7

2. *La divisibilité dans N.

(a) Montrer que la divisibilité | définit une relation d’ordre non total sur N. On rappelle que alb
signifie qu’il existe ¢ € N tel que b = ac.

(b) Y a-t-il un plus petit (resp. grand) élément dans (N, |) ?

(c) Dans N*\ {1} muni de la divisibilité, quels sont les éléments minimaux ? Un élément a d'un
ensemble ordonné (F, <) est dit minimal si Vz € E,z < a = x = a, autrement dit s’il n’existe

pas d’élément strictement plus petit que a (ce qui n’implique pas forcément que a soit le plus
petit élément de F comme le montre notre exemple !).

oient a,b deux entiers > 1. Quel est le plus petit majorant (resp. minorant) de ’ensemble
d) Soient a,b d tiers > 1. Quel est le pl tit j t i t) de I’ bl
{a,b} 7 C’est une maniére de définir ces notions arithmétiques bien connues...

3. *Ordres sur R2.

(a) On munit R? de l'ordre produit : (z,y) < (2/,y) <= (z < 2’ et y < ¢/). Vérifier qu’il s’agit
d’une relation d’ordre. Est-il total ? Soit D le disque unité D = {(z,y) € R? 2% +y? < 1}.
Montrer que D est majoré. Admet-il un plus grand élément ?

(b) Reprendre ces questions avec l'ordre lexicographique défini par :

(x,y) < (2,y) <= (x <2’ ou (x =2’ et y < ¥)).

4. **Inégalité du minimax.

On dispose les éleves de MPSI 3 en un rectangle de n lignes et p colonnes, n et p supérieurs a 2. On
repere le plus grand éleve de chaque ligne et on retient le plus petit de ces plus grands ; soit x sa taille.
Puis, on repere le plus petit éleve de chaque colonne et on retient le plus grand de ces plus petits ; soit
y sa taille. Comparer z et y.

5. *Soient F et ' deux ensembles ordonnés, f : F — F et g : F — FE deux applications décroissantes
telles que pour tout couple (z,y) € E x F, on ait go f(z) > x et fog(y) > y.

(a) Montrer que fogo f=fetquego fog=yg.
(b) Montrer que la restriction de f a Im g établit une bijection entre Im ¢ et Im f.




6. ***Une application croissante de (P(F), C) dans lui-méme admet un point fixe.

Soit E un ensemble non vide et f : P(E) — P(E) une application croissante pour 'inclusion, c’est-a-
dire vérifiant : V(A, B) € P(E)?, AC B = f(A) C f(B).

On pose Hy ={X €e P(E), f(X)C X} et Hh={X € P(E), X C f(X)}.
(a) Montrer que H; et Hy sont non vides.

(b) On pose V = ﬂ XetW= U X. Montrer que f(V) =V et f(W) =W. En particulier, on
XeH, X€H>
vient de montrer que f admet au moins un point fize.

(c) Soit X € P(E) tel que f(X) = X. Montrer que V.C X C W.

7. **Une preuve du théoréme de Bernstein.

On peut déduire du résultat de 'exercice précédent une preuve particulierement courte du théoréme de
Bernstein. Ce théoreme, fondamental dés qu’on s’intéresse aux ensembles infinis, affirme que, E, F
étant deux ensembles disjoints, s’il existe une injection f de E dans F et une injection g de F dans
E, alors E et F sont équipotents (autrement dit il existe une bijection entre E et F).

(a) On garde les notations ci-dessus. On définit h : P(E) — P(E) par h(X) = E\ g(F \ f(X)) pour
toute partie X C E. Montrer que h est croissante et admet donc un point fixe Xj.

(b) Construire alors une bijection entre E et F'.

8. **Soit E un ensemble fini. Déterminer les applications bijectives et croissantes de P(E) dans lui-méme.

9. *™* Dans cet exercice, pas si difficile que cela mais trés abstrait, on montre que les relations d’ordre
totales sont les meilleures relations d’ordre au sens d’un ordre sur l’ensemble des relations d’ordre !

Soit F un ensemble non vide, O(FE) I’ensemble des relations d’ordre de E. Pour Ry et Ry appartenant
a O(FE), on dit que Ry est plus fine que Ry sion a :

Y(z,y) € E?, xRy = zRay

Autrement dit, si deux éléments sont comparables par R; ils le sont aussi par Ry (et dans le méme
sens). On écrit alors Ry < Ra.

(a) Montrer que =< est une relation d’ordre sur O(E).

(b) Y a-t-il un plus petit élément pour < dans O(FE)? Il n'est pas dur d’imaginer ce qu’est la plus
mauvaise relation d’ordre possible...

(c) Montrer qu'une relation d’ordre totale est un élément maximal de O(E). Un élément est dit
maximal s’il n’y a pas d’élément strictement plus grand que lui.

(d) Soit R € O(E) non totale et a,b deux éléments non comparables par R. On définit la relation
binaire S par :
xSy <= [zRy V (zRa N bRy))

Que peut-on dire de S? En déduire que les éléments maximaux de O(FE) pour < sont exactement
les relations d’ordre totales.

10. ****Montrer qu’'une partie de N” muni de 'ordre produit n’a qu’un nombre fini d’éléments minimaux.




