Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Théme : Accroissements finis Chapitre : 7

1. *Soit f : R — R dérivable sur R et possédant une limite finie [ en +00 et en —oco. Montrer qu’il existe
zo € R tel que f'(xg) = 0. On peut voir cela comme une généralisation ”a infini” du théoréme de

Rolle.

2. *Soit f:[0,1] — R de classe C*.

(a) On suppose que f(0) = f/(0) = f(1) = 0. Montrer qu’il existe une tangente au graphe de f en
un point d’abscisse xg €]0, 1] qui passe par 'origine.

(b) On suppose que f(0) =0 et f(1)f'(1) < 0. Montrer qu’il existe ¢ €]0, 1] tel que f'(c) = 0.

3. *Soit P un polynome réel de degré n > 1 et scindé a racines simples c¢’est a dire qu’il admet n racines
réelles distinctes (on prouvera dans le chapitre 15 qu’un polynoéme de degré n admet au plus n racines
distinctes)..

(a) Montrer que P’ est aussi scindé & racines simples.

(b) Montrer que pour tout réel a, aP + P’ est scindé (utiliser 'application x — P(x)e®").

4. **Montrer qu’il n’existe pas de polynéme non constant P ayant la propriété suivante : il existe une
infinité de réels x tels que P(z) = sinz.

5. **Soit f : [0,00[— R dérivable telle que f’(z) tende vers a € R lorsque x tend vers +oo. Montrer que

T
& tend aussi vers a en +o0o0.
T

6. Soit f dérivable sur ]0, 1] et continue sur [0,1]. On suppose que f(0) =0 et f(1) = 1.

(a) Montrer que pour tout n € N*, on peut trouver des éléments distincts x1 < 29 < ... < x, de
n
els que TE) =n.
[0,1] tels que > _ f(x)
k=1

(b) Montrer que pour tout n € N*| on peut trouver des éléments distincts y; < y2 < ... < y, de [0,1]

1
tels que =n.
kzl f'(yr)

7. **Soit f :]0,1] — R dérivable. Chercher toutes les implications vraies entre les assertions suivantes :
(1) lim f(x) = +o0
z—0
(ii) lim f'(z) = +o0
z—0
(i73) f' n’est pas bornée sur |0, 1].
(

iv) f n’est pas bornée sur |0, 1].

8. *Trouver toutes les applications continues f : R — R telles que pour tout couple (z,y) de réels distincts

f(y) — f(=)

min(f(z), f(y)) < -

< max(f(z), f(y))




9. **On note E 'ensemble des [ € Dl(R,R) telles que V(z,y) € R?, Fy) = f(z) = (y - x)f' (‘T 5 y>'

(a) Vérifier que E contient toutes les fonctions polynomes de degré inférieur ou égal a 2.

(b) Soit f € E. En exploitant l'identité avec x = z+ 1 et y = z — 1, montrer que f est de classe C°.
En dérivant convenablement 'identité vérifiée par f, montrer que f (3) = 0 et conclure que f est
une fonction polynome de degré inférieur ou égal a 2.

10. **La regle de ’Hopital.
(a) Soient f,g deux fonctions continues sur [a, b], dérivables sur ]a, b[. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel
que (f(b) — f(a))g'(c) = (g(b) — g(a)) f'(c). C’est la formule des accroissements finis généralisée.

(b) Soient f,g deux fonctions dérivables sur un intervalle non trivial I, zp un réel adhérent a I. On
suppose que f(z) et g(x) tendent vers 0 lorsque 2z — xg, que g et ¢’ ne s’annulent pas sur I\{z¢}.
Soit [ € R. Prouver 'implication :

(2 507 =) = (i o =)

(¢) Retrouver comme cas particulier le théoreme de prolongement de la dérivée vu en cours.

(d) Appliquer ce résultat au calcul des limites suivantes

o T . o l
lim 7f Ve, lim & b (c#d); lim ]

z—e lnx—1" z—0 cT — d=® r—1 eT — el/x

La régle de I’Hopital fonctionne souvent trés bien mais n’est pas au programme. On évitera donc
de Vutiliser a Uécrit (un DL a lordre 1 fera souvent tout aussi bien laffaire) et a l'oral on ne
lutilisera que si on se sent capable de la redémontrer.

11. **Théoréme de Darboux Soit I un intervalle et f' : R — R dérivable. Montrer que f’(I) est un
intervalle (autrement dit f’ vérifie le théoréme des valeurs intermédiaires).




