
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Valeurs d’adhérence Chapitre : 5

Cette fiche concerne la notion de suite extraite, de valeur d’adhérence et le théorème de Bolzano-
Weierstrass. Si u est une suite réelle ou complexe on notera Xu l’ensemble de ses valeurs d’adhérence.

1. ∗Soit u = (un) ∈ CN.

(a) Montrer que si les suites (u2n) et (u2n+1) convergent vers la même limite, alors u converge.
(b) Montrer que si les suites extraites (u2n), (u3n) et (u2n+1) convergent, alors u converge.
(c) ∗∗Donner un exemple d’une suite (un) divergente telle que pour tout k > 2 la suite extraite (ukn)

soit convergente.

2. ∗∗Donner un exemple de suite complexe zn = xn + iyn n’ayant aucune valeur d’adhérence dans C, mais
telle que les deux suites (xn) et (yn) en aient dans R.

3. ∗Soient u, v deux suites complexes telles que un − vn converge vers 0. Montrer que Xu = Xv.

4. ∗∗Soit u = (un) ∈ CN et a ∈ C. Montrer que a est valeur d’adhérence de u si et seulement si ∀ε > 0,
∀N ∈ N, ∃n > N , |un − a| 6 ε. Cette caractérisation des valeurs d’adhérence se révèle parfois plus
commode que la définition par les suites extraites. Elle dit que a est valeur d’adhérence si et seulement
si la suite repasse aussi près qu’on veut de a au-delà de n’importe quel rang N .

5. ∗∗Montrer qu’il n’existe pas de suite réelle u telle que Xu =]0, 1[.

6. ∗Soit r : n 7−→ rn une bijection de N sur Q. Montrer que Xr = R.

7. ∗∗Soit xn une suite réelle qui ne possède aucune sous-suite bornée. Montrer que |xn| → +∞.

8. ∗∗Soit u = (un) une suite réelle bornée. On pose pour tout n, vn = sup
p>n

up.

(a) Justifier l’existence de vn. Montrer que la suite (vn) est décroissante et en déduire qu’elle converge.
(b) Montrer que α = lim vn est une valeur d’adhérence de u. Cela fournit donc une nouvelle preuve

du théorème de Bolzano-Weierstrass.
(c) Prouver en fait que α est la plus grande valeur d’adhérence de u. Par définition, il s’agit de

la limite supérieure de u et notée lim un. Montrer de même que Xu admet aussi un plus petit
élément (appelé limite inférieure de la suite u et notée lim un).

9. ∗∗∗Montrer que de toute suite réelle on peut extraire une suite monotone. En déduire une troisième
preuve du théorème de Bolzano-Weierstrass dans le cas réel.

10. ∗∗∗Montrer qu’une suite complexe bornée qui possède une unique valeur d’adhérence converge. Cela
est-il encore vrai si on ote l’hypothèse bornée ? Ce résultat est fort utile. En voici deux applications.

11. ∗∗Soit xn une suite bornée telle que x2n + 2xn → 0. Montrer que xn tend vers 0.

12. ∗∗∗Que dire de deux suites réelles un et vn telles que un + vn → 0 et uk
n − vk

n → 0 où k est un entier
naturel impair fixé ?


