Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Theme : Arcs paramétrés Chapitre : 22

Quelques exercices sur les courbes paramétrées en coordonnées cartésiennes ou polaires. On ne trouvera
que des €énoncés posés aux concours récemment.

1. Existe-il une droite & la fois tangente et normale & la courbe (z(t) = 3t2, y(t) = 2t3) ? (Mines )

2. La lemniscate de Bernoulli.
(a) Tracer la courbe (C') d’équation polaire p = ay/cos(26). (Mines 2003)
(b) Trouver une équation cartésienne de (C').

(c) Soit D une droite coupant la lemniscate en quatre points. Montrer que le projeté orthogonal de
O sur cette droite est I'isobarycentre des quatre points.

1—t? t(1 —t2)
1+ t2 N

3. Soit (C) la courbe paramétrée M (t) = (z(t),y(t)) avec z(t) =

(a) Tracer (C) avec Maple.
(b) Déterminer une équation cartésienne de (C).

(c) Condition sur les parametres ¢, to, t3 distincts deux & deux pour que les points correspondants
de (C) soient alignés. On pourra utiliser Maple pour faire les calculs.

(d) Soit A(1,0). Montrer que, pour toute droite D passant par A et coupant (C') en M et M, le
cercle de diametre [M, M'] est tangent & axe Ox en O. (Centrale 2000)

4. Soit l'arc t — M(t) = (t> +¢,2t + %)

(a) Montrer que I'application ¢t — M (t) est injective.

(b) Condition nécessaire et suffisante pour que trois points de 'arc soient alignés.

—
)

) Montrer que larc a trois points d’inflexion alignés. (Centrale 1999)
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5. Etude de la courbe x(t) = t? + 2 y(t) =t>+ 7 (Centrale 2002)
6. Etude de 1 be d’équati lai ! (Centrale 2002)
. Etude de la courbe d’équation polaire p = ———. entrale
a P P~ Sin(0/2)
) . . 1—2cosf
7. Etude de la courbe d’équation polaire p = ———. (Centrale 2004)
1+ siné
: . . : 6
8. Construire la courbe d’équation polaire p = 1 + tan —. (ENSI 2000, Centrale 2004)
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9. Soit (A4, B,C) un triangle équilatéral inscrit dans un cercle de rayon 1.
Déterminer {M, MAMB.MC = 1}. (Mines 2004)

10. Tracer l’astroide : (I') 2(t) = acos®t, y(t) = asin®t, a > 0.

Si M est un point de (I') on note N le ssymétrique de O par rapport a la tangente a (I') en M.
Déterminer le lieu des points N lorsque M parcourt (I). (Centrale 2004)




