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10.

. Division euclidienne.

Soit A € K[X] non nul fixé. Montrer que 'application qui & P € K[X] associe son reste modulo A est
un projecteur. Préciser son image et son noyau.

. *Trouver le reste de la division euclidienne de X™ + X + b par X2 — a? dans R[X].

*Soit P € R[X] et a € R. Quel est le reste dans la division euclidienne de P par (X — a)? ?

“*Divisibilité (1).
Soient P, () dans C[X] et m € N*. Montrer que P divise @ si et seulement si P(X") divise Q(X™).

“*Divisibilité (2). Soit P € K[X]. Montrer que P(X) — X | P(P(X)) — X. C’est un classique...

**Polynémes complexes divisibles par leur dérivée.

Trouver tous les polynémes P de C[X] divisibles par leur dérivée P’. Plusieurs solutions possibles.

**Condition de divisibilité.
(a) Calculer le reste de la division euclidienne de X? + X%+ 1 par X2+ X +1 dans C[X]. On utilisera
les racines de X2 + X + 1.

(b) Méme question dans K[X] ou K est quelconque. On utilisera des congruences et on commencera
par chercher le résidu de X* modulo X2 4+ X + 1 pour tout k € N.

(c) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur p et ¢ pour que X2+ X +1 divise XP+ X9+ 1.

**Polyndémes non premiers entre eux.

Soient A, B deux polynémes non nuls de K[X]. Montrer qu’il y a équivalence entre :
(i) A et B ne sont pas premiers entre eux.

(ii) (U, V) € (K[X]\ {0})?, deg(U) < deg(B), deg(V) < deg(A) et UA+ VB = 0.

Cela se traduit par la non bijectivité d’une application linéaire qui peut se caractériser de maniére
polynomiale par la nullité de son déterminant. Il s’agit de la notion de résultant.

**Relation de Bezout.

Soient P, deux polynémes non constants et premiers entre eux de K[X]. Montrer qu'il existe un
unique couple (U, V) € K[X]? tel que UP+VQ = 1 et deg(U) < deg(Q) et deg(V) < deg(P). Préciser
ce couple lorsque P = X34+ 1et Q = X4+ 1.

**Calcul de pgcd.

Trouver le pged dans C[X] de X® — 1 et X® — 1, a et b étant deux entiers naturels non nuls.




11. ***L’équation de Fermat dans C[X].

Soit n > 3. Montrer qu’il n’existe pas de polynéomes P, @, R de C[X] non tous trois proportionnels et
tels que P™ 4+ Q" = R™. Le résultat s’étend-t-il pour n = 27




