
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Coefficients binomiaux Chapitre : 10

On note Ck
n les coefficients binomiaux avec la convention que Ck

n = 0 si k < 0 ou k > n. Le polynôme

(1 + x)n =
n∑

k=0

Ck
nxk pourra être utile dans plusieurs exercices.

1. Echauffement. Montrer que si on pose m = C2
n, alors C2

m = 3C4
n+1.

2. ∗Divisibilité. Montrer que le produit de n entiers consécutifs de Z est toujours divisible par n!.

3. ∗Plus grand coefficient binomial. Soit n > 1. Simplifier le quotient
Ck

n

Ck+1
n

pour 0 6 k < n. Quel

est le plus grand entier parmi C0
n, C1

n,...,Cn
n ?

4. ∗Parties de cardinal pair (impair).

(a) Calculer
∑

062k6n

C2k
n et

∑
162k+16n

C2k+1
n .

(b) En déduire que dans un ensemble de cardinal n > 1 il y a autant de parties de cardinal pair que
de parties de cardinal impair.

(c) Donner une preuve combinatoire de ce dernier résultat.

5. ∗∗Somme d’une colonne du triangle de Pascal.

(a) Etablir pour 0 6 p 6 n la formule
n∑

k=p

Cp
k = Cp+1

n+1. Interprétation sur le triangle de Pascal ?

(b) Retrouver l’identité précédente en comptant de deux manières différentes le nombre de (p + 1)-
parties de l’ensemble [[1, n + 1]].

(c) Retrouver la formule close de S1 = 1+2+ · · ·+n. Calculer
n∑

k=1

k(k−1) et en déduire S2 =
n∑

k=1

k2.

Généraliser la méthode et trouver par exemple S3 =
n∑

k=1

k3.

6. ∗∗Identité de Vandermonde (1772).

Montrer que Ck
n+p =

k∑
i=0

Ci
nCk−i

p et en déduire la valeur de
n∑

k=0

(Ck
n)2.

(a) En utilisant le fait que (1 + x)n+p = (1 + x)n(1 + x)p.

(b) Par une preuve combinatoire.

7. ∗Calculs de diverses sommes.

Clore les sommes suivantes : (a)
∑

06k6n

1
k + 1

Ck
n. (b)

n∑
k=1

kCk
n. (c)

n∑
k=1

k2Ck
n. (d)

m∑
k=0

Ck
m

Ck
n

(m 6 n).



8. ∗∗Sommes plus astucieuses...

Soit Rn =
∑

062k6n

(−1)kC2k
n et In =

∑
062k+16n

(−1)kC2k+1
n . Montrer que R2

n + I2
n = 2n.

9. ∗∗∗Encore une somme. Soit 0 6 p 6 n. Calculer
n∑

k=0

(−1)kCk
nkp.

10. ∗∗Un classique. Soit E un ensemble de cardinal n > 1.

(a) Calculer
∑

X∈P(E)

Card(X).

(b) Soit A ⊂ E de cardinal p. Montrer que
∑

(X,Y )∈P(E)2

X∩Y =A

Card(X ∩ Y ) = p3n−p.

(c) En déduire la valeur de
∑

(X,Y )∈P(E)2

Card(X ∩ Y ) et de
∑

(X,Y )∈P(E)2

Card(X ∪ Y ).

11. ∗∗Valeur moyenne du minimum.

Soit f l’application qui à une partie non vide de [[1, n]] associe son plus petit élément. Quelle est la
valeur moyenne de f sur l’ensemble des p-parties de [[1, n]] (où p ∈ [[1, n]] est fixé) ?

12. ∗∗∗Progression arithmétique dans le trangle de Pascal. (Oral Centrale 2003)

Quels sont les entiers n et p tels que Cp−1
n , Cp

n et Cp+1
n forment une progression arithmétique ?

13. ∗∗∗Ecriture binomiale d’un entier.

Soit k > 1 un entier. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, il existe un unique k-uplet
d’entiers (b1, b2, ..., bk) tel que :

(i) 0 6 b1 < b2 < ... < bk et (ii) n = C1
b1 + C2

b2 + ... + Ck
bk

14. Une identité binomiale.

Montrer que
n∑

k=0

Ck
m+k2

n−k +
m∑

k=0

Ck
n+k2

m−k = 2n+m+1.

(a) ∗∗∗Par récurrence.

(b) ∗∗∗∗Par une preuve combinatoire.


