Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Theéme : Nombres complexes et géométrie plane Chapitre : 21

On munit C de sa structure de plan affine euclidien orienté.

1. Alignement et cocyclicité. Questions classiques aux oraux des concours...
(a) Trouver 'ensemble des z € C tels que les points d’affixe i, z et iz soient alignés.

1
(b) Déterminer les complexes z tels que les points d’affixes 1, z, — et 1 — z soient cocycliques.
z

2. Le triangle a ’aide des complexes. Soit (A, B, C) un triangle inscrit dans le cercle unité U de C
(on peut toujours se ramener a ce cas a une similitude pres). On note a, b, ¢ les affixes de A, B, C.

(a) Déterminer les affixes de G et H. Conclusion ?

(b) Déterminer l'affixe o’ du point d’intersection A’ # A de la hauteur (AH) avec le cercle U. En
déduire que A’ et H sont symétriques par rapport a la droite (BC).

(¢) Montrer que les trois milieux des cotés, les trois pieds des hauteurs et les trois milieux des segments
[AH], [BH], [C H] sont situés sur un méme cercle centré au milieu I de [OH]. Quel est son rayon?

1l s’agit du cercle d’Euler, ou cercle des 9 points.

3. Triangle équilatéraux. Expliciter un polynome P € R[X,Y, Z] tel que pour tout (a,b,c) € C3 on
ait P(a,b,c) = 0 si et seulement si (a, b, ¢) est un triangle équilatéral. (Oral X)

4. Aire d’un triangle.

Soit (a,b,c) un triangle du plan complexe. Exprimer en fonction de a, b, ¢ I'aire de ce triangle.

5. Théoréeme de Napoléon. Soit ABC un triangle du plan complexe. On construit, a 'extérieur de
ce triangle, les trois triangle équilatéraux de bases AB, AC et BC. Montrer que les centres de gravité
de ces trois triangles forment un triangle équilatéral.

On demande ici une solution a l'aide des complexes. On pourra la comparer a la solution géométrique
vue dans une autre fiche.

6. Théoréme de Ptolémée.

() Montrer que : ¥(z,y,2) € C2, |2lly — 2| < Jyllz — 2| + |ally — 2|
(b) Prouver l’inégalité de Ptolémée : pour (a,b,c,d) € C4, |a—c||b—d| < |b—allc—d|+|d—al|lb—¢|.

(c) Prouver le théoréme de Ptolémée : si ABCD est un quadrilatere convexe du plan on a toujours
AC.BD < AB.CD + AD.BC et il y a égalité si et seulement si le quadrilateére est inscriptible
dans un cercle.

7. Proximal de trois points. Soient Ag(zx), 1 < k < n, n points du plan complexe deux a deux
distincts et distincts de 'origine O. On pose ap = % et on suppose que a1 +az +---+a, =0.
k
n
(a) Pour z € C, montrer que la somme Z ar(z — z) est un réel négatif indépendant de z.
k=1
n n
(b) En déduire que pour tout z € C, Z |2| < Z |z — zg|. Préciser les cas d’égalité.
k=1 k=1
(c) Application : soit ABC un triangle dont tous les angles sont inférieurs & 27/3. Trouver les points
M du plan réalisant le minimum de M A+ M B+ MC.

Un tel point s’appelle prozimal des points A, B, C. Ce probléme est classique et on peut l’aborder
de plusieurs manieres.



