
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Continuité (généralités) Chapitre : 6

1. ∗Soit f : R → R.

(a) Montrer que si f est continue sur R, alors |f | aussi.
(b) Donner un exemple où |f | est continue sur R et f discontinue en tout point.
(c) Montrer que si f, g sont continues sur R alors max(f, g) et min(f, g) aussi.
(d) Montrer si f est continue, on peut l’écrire comme différence de deux fonctions continues et

positives. Cette écriture est-elle unique ?

2. ∗Etudier la continuité de f : R → R définie par f(x) = E(x) +
√

x− E(x).

3. ∗∗Pour r > 0 on désigne par fr la fonction définie sur R+ par ∀x > 0, fr(x) = E(r
√

x) et on pose

g(x) = 2fa(x)− fb(x)− fc(x), avec a =
1√
2
, b =

√
2− 1, c = 1.

(a) Quels sont les points de discontinuité de fr ?
(b) Représenter graphiquement g sur l’intervalle [0, 10]. Montrer que −1, 0, 1 sont les seules valeurs

possibles de g.
(c) On constate sur [0, 10] que g ne présente que des ”sauts” de continuité de −1 (comme en x = 1,

x = 4), ou de +2 (comme en x = 8). Montrer que tous les ”sauts” de g sur [0,+∞[ sont de ce
type.

(d) Sur tout intervalle [A, +∞[ la fonction g prend-elle chacune des valeurs −1, 0, 1 ?
(D’après un écrit de concours)

4. ∗Construire une bijection de [0, 1] dans lui-même discontinue en tout point.

5. ∗∗On définit f : R → R de la façon suivante : f(0) = 1, pour x ∈ Q∗, f(x) =
1
q

si
p

q
est le représentant

irréductible de x, et f(x) = 0 pour x /∈ Q. Montrer que f est continue en tout point irrationnel et
disccontinue en tout rationnel.

6. ∗∗Soit f : [0, 1] → R continue. On suppose que ∀(x, y) ∈ [0, 1]2, f(x) = f(y) = 0 =⇒ f

(
x + y

2

)
= 0

et que f(0) = f(1) = 0. Que dire de f ?

7. ∗∗Soit f : R+ → R continue. On pose F (x) = sup
t∈[0,x]

f(t).

(a) Montrer que F est croissante, continue et que pour tout x, f(x) 6 F (x).
(b) Si g est une fonction croissante telle que f 6 g, montrer que F 6 g.

8. ∗∗Soit f : R → R continue et G = {T ∈ R, ∀x ∈ R, f(x + T ) = f(x)} l’ensemble des périodes de f .

(a) Montrer que G est un sous-groupe additif de R (cf. DM 2 pour la définition).
(b) Montrer que si f n’est pas constante, G est de la forme aZ où a > 0.
(c) Donner un exemple de fonction f (non continue) pour laquelle G = Q.


