Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Theéme : Suites réelles et complexes (convergence) Chapitre : 5

1. Etudier la convergence et, le cas écheant, déterminer la limite de la suite u = (u,) dans chacun des
cas suivants :

sinn
b) u, = +1- n — d n — )
- (b) up, = V/n vnoo(c)u E W ) w o

(a) up =

2. *Soit u = (u,) € ZN. Montrer que u converge si et seulement si elle est stationnaire.

3. *Soient (uy) et (v,) deux suites réelles qui convergent respectivement vers [ et I’. Etudier la convergence
des suites w,, = max(uy,vy,) et t, = min(u,, vy,).

4. *En utilisant la densité de Q dans R, montrer que pour tout réel z il existe une suite (u,) de rationnels
qui converge vers x.

5. *Soient (up) et (vy,) deux suites de [0, 1] telles que u,v, — 1. Montrer que (uy) et (vy,) convergent.

6. **Soit u = (u,) une suite réelle. On suppose que u2 tend vers 1 et que |up+1 — up| < 1 pour tout n.
Montrer que u converge.

7. Soit (x,) une suite réelle telle que : Va € R, |z, — a| converge. Montrer que (z,,) converge. Traiter la
méme question mais avec une suite complexe (z,) telle que : Ya € C, |z, — a| converge.

8. **A l’aide d’un encadrement, étudier la convergence des suites suivantes :

1 n
(a) u, = 3 ZE(kx) avec r € R fixé.
k=1

n

(b) up =

T
o
:C;‘ =

9. *Soit x,, une suite décroissante de réels strictement positifs. On suppose que n(x,4+1 + ) tend vers
1. Montrer que la suite (nx,) converge.

10. **On dira qu'une suite réelle (u,) est pseudo-décroissante siona: Vp € N, IN € N, Vn > N, u,, < uy,.

(a) Une suite décroissante est-elle pseudo-décroissante ? La réciproque est-elle vraie ?

(b) Montrer qu'une suite pseudo-décroissante et minorée converge.

(c) Montrer que si u,, est strictement positive et de limite nulle, alors elle est pseudo-décroissante.
)

(d) Montrer qu’une suite pseudo-décroissante et pseudo-croissante est constante.

Zn+1

11. **Soit (zy,) une suite de nombres complexes non nuls telle que

’ — k. Montrer que si k € [0, 1],

n
alors (zp,) tend vers 0 et que si k > 1 alors |z,| tend vers +00. Que peut-on dire si k = 17




12. **Suites convexes.

On dit qu’une suite réelle u = (u,,) est convexe si : Vn > 1, 2u, < Upt1 + Up—1.

(a) Montrer que u est convexe si et seulement si la suite v définie par v,, = u,+1 — uy,, est croissante.
(b) Lesquelles parmi les suites suivantes sont convexes : n? ; 2" ; /n ; 1/n ?

(c) Soit u = une suite convexe et bornée. Montrer que la suite v définie par v, = up4+1 — uy, converge
vers 0. En déduire que u est aussi convergente.

(d) On suppose que u est convexe et non bornée. Montrer qu’elle tend vers —oo ou vers +oc.

13. **Soit u = (un)n>0 une suite réelle et U = {u,, n € N}.
(a) Montrer que si u converge, alors U est une partie bornée de R qui admet un plus grand ou un
plus petit élément.

(b) Donner un exemple d’une suite convergente pour laquelle U admet un plus grand et un plus petit
élément, puis un exemple ol il y a un plus grand élément mais pas de plus petit élément.

(¢) Donner enfin un exemple d’une suite bornée ot U n’a ni plus grand, ni plus petit élément.

14. *Le théoréme spécial des séries alternées.
n
Soit (uy,) une suite réelle décroissante qui converge vers 0 et S,, = Z(—l)kuk.
k=0
(a) Montrer que (S2;,) et (S2n+1) sont adjacentes et en déduire la convergence de la suite (.Sy,).
(b) Si on pose S = lim S,,, montrer que pour tout n, |S, — S| < Uup41.
n (_1)k+1
(¢) Prouver ainsi que la suite Z ———— converge.
k=1

15. *Moyenne arithmetico-géométrique.
Soient a < b deux réels strictement positifs. On définit les deux suites (zy,) et (y,) par récurrence en

x
posant : xg = a, yo = b et pour tout n € N, x,,41 = /TpUn, Ynt+1 = %

(a) Montrer que ces deux suites sont adjacentes. La limite commune de ces deux suites est appelée
moyenne arithmetico-géométrique de a et b et notée M(a,b).

(b) Expliquer comment construire géométriquement x, 11 et y,4+1 & partir de =, et y,.

16. Soit o une permutation de N.

(a) *Montrer que o(n) tend vers +oo quand n tend vers +oo.

o(n
(b) ***On suppose que la suite converge et on note [ sa limite. Montrer que [ = 1.

o(n
(c) *Donner un exemple de permutation o ou la suite oln) diverge.
n

17. ***Caractériser les suites réelles (u,) telles qu’existe une permutation o pour laquelle la suite (ug(y))
est monotone a partir d'un certain rang. (Oral Ulm)

18. ***Soit (uy) une suite réelle positive telle que pour tout couple (n,p) € N?, up 4, < up, + up. Montrer

que la suite (u—n> converge. (Oral X)
n /nzx1




