
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Convexité Chapitre : 7

1. ∗Moyennes arithmétique géométrique et harmonique.

(a) Soit x1, ..., xn des réels strictement positifs. En utilisant la convexité de la fonction− log x montrer
que
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(b) En déduire que si les xi sont des réels strictement positifs :
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(c) Montrer que pour tout entier naturel n,
(
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> n!. Préciser les cas d’égalité.

2. ∗∗Erreur dans la méthode des trapèzes pour une fonction concave.

Soit f ∈ C2([a, b], R) telle que ∀x ∈ [a, b], f ′′(x) > −k.

(a) Montrer à l’aide d’une inégalité de convexité que :

∀x ∈ [a, b], f(x) 6 f(a) + (x− a)
f(b)− f(a)
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(b) En déduire que si de plus ∀x ∈ [a, b], −k 6 f ′′(x) 6 0 alors :
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(c) Quelle application voyez-vous à cette inégalité ?

3. ∗∗Convexité et position par rapport aux tangentes.

Soit f ∈ D1(I, R) telle que ∀(a, x) ∈ I2, f(x) > f(a) + f ′(a)(x− a).

(a) Interpréter géométriquement la propriété ci-dessus.

(b) Montrer que f est convexe sur I. Prouver la réciproque.

4. ∗Montrer que la fonction sinus est concave sur [0, π]. Déterminer sup(sinα + sin β + sin γ) où α, β, γ
sont les angles d’un triangle quelconque du plan.

5. ∗Soient f et g deux fonctions convexes définies sur un intervalle I. Montrer que si f +g est affine alors
f et g sont toutes deux affines.

6. ∗Soit f : R → R convexe et majorée. Montrer que f est constante. Le résultat subsiste-il sur [0,+∞[?

7. ∗Fonctions quasi-concaves.

Soit I un intervalle de R d’intérieur non vide. Une fonction f : I → R est dite quasi-concave sur I si :

∀(x, y) ∈ I2, ∀t ∈ [0, 1], f((1− t)x + ty) > min(f(x), f(y))



(a) Montrer qu’une fonction concave sur I est quasi-concave sur I.

(b) Montrer qu’une fonction monotone sur I est quasi-concave sur I. La réciproque de la question 1.
est-elle exacte ? Justifier.

(c) On suppose que I = [a, b] avec a < b. Soit c ∈]a, b[, f : I → R continue croissante sur [a, c] et
décroissante sur [b, c]. Montrer que f est quasi-concave.

(d) Montrer que pour f : I → R il y a équivalence entre :
(i) f est quasi-concave sur I.
(ii) ∀(x, y) ∈ I2, ∀c ∈ R, (f(x) > c et f(y) > c) =⇒ ∀t ∈ [0, 1], f((1− t)x + ty) > c.
(iii) ∀α ∈ R, {x ∈ I, f(x) > α} est un intervalle, éventuellement vide, de I.

8. ∗∗∗Minimum absolu d’une fonction convexe.

Soit f : R → R une fonction convexe. On note m(f) l’ensemble (éventuellement vide) des points de R
où f atteint un minimum absolu.

(a) Montrer que si t 6 t′ sont dans m(f) alors [t, t′] ⊂ m(f). Que peut-on en déduire ?

(b) Montrer que si m(f) est majoré (resp. minoré) il contient sa borne supérieure (resp. inférieure).

(c) Montrer que m(f) peut être vide. Montrer par un exemple que m(f) peut être n’importe quel
intervalle de la forme [a, b], [a,+∞[, ]−∞, a] (on fera des dessins). Montrer que si lim

+∞
f = lim

−∞
f =

+∞, alors m(f) n’est pas vide.

(d) On se donne des réels y1 6 y2 6 ... 6 yn et pour p ∈ [1,+∞[ on pose fp(x) =
n∑

k=1

|x − yk|p.

Justifier que fp est convexe et prouver que pour p > 1, m(fp) est un singleton. Calculer m(f2).
Montrer que si n est impair m(f1) = {yn+1

2
}. Calculer m(f1) lorsque n est pair.

9. Caractérisation d’Artin de la fonction Γ (1931).

La fonction Γ d’Euler est définie sur l’intervalle ]0,+∞[ par une intégrale. Elle est à valeurs strictement
positives et possède les trois propriétés suivantes : on a Γ(1) = 1, la fonction ln Γ est convexe sur
]0,+∞[ et enfin Γ(x + 1) = xΓ(x) pour tout x > 0. L’objectif de cet exercice est de montrer que ces
trois propriétés caractérisent la fonction Γ, autrement dit que c’est la seule fonction qui les vérifie.

On se donne donc F : R∗
+ → R∗

+ telle que

(i) ∀x > 0, F (x + 1) = xF (x)

(ii) lnF est convexe sur ]0,+∞[ (iii) F (1) = 1

et on souhaite prouver que F = Γ. Soit x est un réel fixé de l’intervalle semi-ouvert ]0, 1] et n est un
entier naturel > 2.

(a) Montrer que lnF (n)− lnF (n− 1) 6
lnF (n + x)− lnF (n)

x
6 lnF (n + 1)− lnF (n).

(b) Calculer F (n). En déduire un encadrement de F (n+x) à l’aide de (n− 1)x(n− 1)! et nx(n− 1)!.

(c) Etablir la relation qui lie, pour tout entier p > 1, F (x + p) et F (x).

(d) En déduire que
n

x + n
F (x) 6

nxn!
x(x + 1) . . . (x + n)

6 F (x).

(e) En déduire que F (x) = Γ(x).

(f) Conclure que F = Γ.

10. ∗∗Inégalité de Hölder.

Soient α, β dans R+ tels que α + β = 1.



(a) Montrer que ∀(x, y) ∈ R2
+, 1 + xαyβ 6 (1 + x)α(1 + y)β.

(b) En déduire l’inégalité de Hölder : ∀(a1, ..., an, b1, ..., bn) ∈ R2n
+ ,
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11. ∗Etudier la fonction f(x) = ln(1 + ex). En déduire que si t1, ..., tn sont n nombres réels positifs alors :

1 + n

√√√√ n∏
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ti 6 n

√√√√ n∏
i=1

(1 + ti) (Oral Mines)

12. ∗∗Soit I ⊂]0,+∞[ et f : I → R. On note J l’image de I par l’application x 7−→ 1/x. Soit g définie
sur J par g(x) = f(1/x) et h définie sur I par h(x) = xf(x). Montrer que g est convexe sur J si et
seulement si h est convexe sur I. (Oral Polytechnique)

13. ∗∗Etude asymptotique d’une fonction convexe. Soit f : R∗
+ → R convexe.

(a) Montrer que si f est croissante et non constante, alors f(x) → +∞ lorsque x tend vers +∞

(b) Montrer que
f(x)

x
possède une limite l ∈ R ∪ {+∞} lorsque x tend vers +∞.

(c) Montrer que si l 6 0 alors f est décroissante.

(d) On suppose l ∈ R. Montrer que f(x)− lx possède une limite finie ou égale à −∞ lorsque x tend
vers +∞. (Oral Polytechnique)

14. ∗∗∗Fonctions logarithmiquement convexes.

On dit que f : I → R∗
+ est logarithmiquement convexe sur l’intervalle I si ln f est convexe sur I.

(a) Montrer que si f est logarithmiquement convexe elle est convexe. Réciproque?

(b) Montrer que f est logarithmiquement convexe si et seulement si pour tout α > 0, fα est convexe.

(c) Montrer que f est logarithmiquement convexe si et seulement si pour tout a ∈ R, x 7−→ eaxf(x)
est convexe.

(d) Montrer que le produit et la somme de deux fonctions logarithmiquement convexes l’est aussi.

(e) Soit (an) une suite de réels strictement positifs telle que la série
∑

an converge. Montrer que

x 7−→
+∞∑
n=0

ane−nx

définit une fonction logarithmiquement convexe sur R+.

15. ∗∗∗∗Soit I un intervalle ouvert et f : I → R telle que ∀(x, y) ∈ I2, f

(
x + y

2

)
6

f(x) + f(y)
2

.

(a) Montrer que si f est continue, alors f est convexe sur I.

(b) On suppose que f est bornée sur un intervalle [a, b] ⊂ I avec a < b. Montrer que f est bornée
sur tout segment de I et en déduire qu’elle est continue en tout point de I. Conclure que f est
encore convexe.

16. ∗∗∗∗Soient f1, ..., fn n fonctions convexes sur [0, 1] telles que sup(f1, ..., fn) > 0. Montrer qu’il existe n
réels positifs α1, ..., αn non tous nuls tels que α1f1 + ... + αnfn > 0. (ENS Ulm)


