
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Corps Chapitre : 11

1. ∗Anneau intègre fini.

Montrer que tout anneau intègre et fini est un corps.

2. Le corps Q(i).

Montrer que Q(i) = {a + bi, (a, b) ∈ Q2} est un sous-corps de C.

3. ∗∗Equation de degré 2 dans un corps.

(a) Montrer que dans un corps commutatif K, une équation de la forme ax2 + bx + c (avec a 6= 0)
admet au plus deux solutions. Donner un exemple d’anneau commutatif dans lequel l’équation
x2 = 1 admet une infinité de solutions. On montrera dans le cours sur les polynômes que dans
un corps commutatif K un polynôme de degré n admet au plus n racines.

(b) Trouver tous les corps commutatifs K tels que : ∀x ∈ K∗, x−1 = x.

(c) Même question avec : ∀x ∈ K∗, x−1 = −x.

4. Morphismes de K dans K.

(a) ∗Montrer que le seul morphisme de corps de Q dans Q est l’identité.

(b) ∗∗Soit f un morphisme de corps de R dans R. Montrer que f(x) = x pour tout rationnel x.
Montrer que si x > 0, alors f(x) > 0. En déduire que f est croissant et finalement que f = IdR.

(c) Déterminer les morphismes de corps f : C → C vérifiant f(R) ⊂ R.

5. ∗∗Une extension quadratique de Q.

(a) Montrer que Q(
√

2) = {a + b
√

2, (a, b) ∈ Q2} est un sous-corps de R.

(b) Déterminer tous les automorphismes de ce corps. (Oral X)

6. ∗∗∗Un théorème de Kaplansky.

Soit A un anneau tel que pour tout a ∈ A il existe b ∈ A vérifiant a + b− ba = 0.

(a) Montrer que la loi ∗ définie par a ∗ b = a + b− ba est une loi de composition interne sur A \ {1}
qui en fait un groupe.

(b) En déduire que A est un corps.

7. ∗∗∗Soit K un corps commutatif. Montrer que les groupes (K,+) et (K∗,×) ne sont pas isomorphes.


