Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Theme : Etude métrique des arcs Chapitre : 22

1. La cardioide.

(a) Tracer la courbe d’équation polaire p = a(1 + cosf). C’est la cardioide. Calculer sa longueur.

(b) Soit (C') un cercle de centre O et M un point de (C). Déterminer le lieu des projetés orthogonaux
de M sur les tangentes au cercle. On dit que la cardioide est la podaire d’un cercle relativement
a l'un de ses points.

(¢) Chercher la développée de la cardioide. Vérifier qu'’il s’agit encore d’une cardioide. Préciser la
similitude qui envoie (C) sur sa développée.

2. L’astroide.

(a) Etudier et tracer la courbe (z(t) = acos®t, y(t) = asin’t).
(b) Calculer sa longueur.

(c) La tangente a l'astroide au point M (t), t € [0,7/2] coupe les axes de coordonnées en deux points
A et B. Calculer la longueur AB.

(d) Une échelle est posée verticalement contre un mur. Le sol est verglacé et ’échelle glisse et tombe.
Quelle courbe ”voit-on” durant ce mouvement ?

(e) Construire la développée de 'astroide.

(f) Déterminer le lieu des projetés de l'origine sur les normales a l’arc.
3. L’ellipse. On considere 'ellipse (E) de représentation paramétrique (z(t) = acost, y(t) = bsint).

(a) Calculer le rayon de courbure aux sommets de ’ellipse.

(b) Déterminer la développée de ellipse. On obtient une astroide.

4. Logarithme.

Quel est le point du graphe de la fonction In ou la courbure géométrique est maximale 7

5. La spirale logarithmique.
S— -
(a) Déterminer les courbes (C) vérifiant qu’en tout point M de (C) on ait (OM,t) = a ot £ est le
vecteur tangent orienté en M a (C') et ol « est un réel fixé.
(b) Montrer que toute homothétie de centre O envoie une spirale logarithmique sur une spirale loga-
rithmique isométrique. Fadem mutata resurgo !

6. Le limacon de Pascal. On se donne un cercle (C) passant par O. Pour tout point P de (C) on
considere les points M et M’ de la droite (OP) définis par PM = PM' = a ot a > 0 est un réel fixé
(si P = O on prend pour (OP) la tangente & (C) en O). On appelle limagon ’ensemble des points M
et M’ lorsque P décrit (C). Déterminer une équation polaire, puis cartésienne du limagon. Etude et
tracé pour a = 2R, R étant le rayon de (C).

7. Course de mouches. On place 4 mouches aux sommets d’un carré. A un signal donné, chaque
mouche s’envole a la poursuite de celle qui se trouve juste devant elle. En supposant que les mouches
se deplacent toutes a la méme vitesse, déterminer les trajectoires des mouvements. Se rattrapent-elles ?
Si oui, en combien de temps ?




