
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Formule du crible Chapitre : 10

La formule du crible n’est pas au programme. Elle a été vue dans le premier DM de l’année. Pour ceux
que cela intéresse voici quelques exercices (plutôt difficiles) de combinatoire qui y font appel.

1. ∗Dans une ville, les statistiques ont montré que 85% des hommes sont mariés, 71% ont le téléphone,
65% ont une voiture et 80% une télévision. Peut-on être sûr qu’il y a un homme marié possédant le
téléphone, une voiture et la télévision ?

2. ∗Combien y a-t-il d’entiers entre 1 et 2001 divisible par 2, 3 ou 5 ?

3. ∗Combien y a-t-il d’entiers qui divisent au moins un des entiers 1060 ou 2050 ou 3040 ?

4. ∗∗Dénombrement des surjections. On note Sp
n le nombre de surjections d’un ensemble E de

cardinal n dans un ensemble F de cardinal p, pour n > p > 1.

(a) Calculer S1
n, S2

n, Sn−1
n et Sn

n .

(b) A l’aide de la formule du crible, prouver que Sp
n =

p∑
k=0

(−1)p−kCk
p kn.

(c) Montrer que pour 2 6 p 6 n−1, Sp
n = p(Sp−1

n−1+Sp
n−1). En déduire que Sn

n+2 =
n(3n + 1)(n + 2)!

24
.

5. ∗∗∗∗Une identité binomiale

Trouver un problème combinatoire permettant d’établir la relation:

∀n > 0, ∀m > k > 0,

n∑
i=0

(−1)iCi
nCk−i

m+n−i = Ck
m

6. ∗∗∗On colorie les entiers de 1 à 2n en rouge ou bleu de manière à ce que si i est rouge, i− 1 n’est pas

bleu. En déduire la relation :
n∑

k=0

(−1)kCk
2n−k2

2n−2k = 2n + 1.

7. ∗∗L’indicatrice d’Euler

L’indicatrice d’Euler est la fonction arithmétique ϕ qui à tout n > 1 associe ϕ(n) le nombre d’entiers
k ∈ [[1, n]] premiers avec n. Si on note n = pα1

1 ...pαk
k la décomposition en facteurs premiers de n,

montrer à l’aide de la formule du crible, que ϕ(n) = n

k∏
i=1

(
1− 1

pi

)
.

8. ∗∗∗∗Le problème des ménages.

Il s’agit du problème suivant posé et résolu par Lucas en 1891 dans son livre ”Théorie des nombres”: de
combien de manières est-il possible d’asseoir n couples (n > 3) autour d’une table ronde, les hommes
et les femmes étant alternés et de telle sorte qu’aucune épouse ne soit à côté de son mari? On suppose
les sièges numérotés de sorte que deux dispositions pouvant se déduire l’une de l’autre par rotation
sont supposées différentes.

(a) De combien de façons différentes peut-on placer les épouses ? Une disposition des épouses étant
choisie, le nombre de manières de placer les hommes ne dépend pas de la disposition des épouses
choisies. On notera µ(n) ce nombre.



(b) On choisit donc une disposition des femmes F1, ..., Fn, et on note Si le siège libre immédiatement
à gauche de la femme Fi (en regardant du centre de la table!). Montrer que µ(n) est le nombre
de permutations σ ∈ Sn telles que pour tout i ∈ [[1, n− 1]], σ(i) 6= i et σ(i) 6= i + 1 et σ(n) 6= n,
σ(n) 6= 1. On note : ∀i ∈ [[1, n]], A2i−1 = {σ ∈ Sn, σ(i) = i}; ∀i ∈ [[1, n − 1]], A2i = {σ ∈
Sn, σ(i) = i + 1}; et A2n = {σ ∈ Sn, σ(n) = 1}.

(c) Prouver que

Card

(
2n⋃

k=1

Ak

)
=

2n∑
p=1

(−1)p+1(n− p)!g(2n, p)

où g(2n, p) désigne le nombre de parties à p éléments du ”cercle” (1, 2, ..., 2n) ne contenant pas
deux éléments consécutifs (par ”cercle” on entend simplement que 2n et 1 sont consécutifs).

(d) Second lemme de Kaplansky, 1943 En distinguant les p-parties contenant 1 et celles ne le contenant
pas, prouver que

g(2n, p) =
2n

2n− p
Cp

2n−p

(e) En déduire µ(n) et la solution du problème posé. A.N. Calculer µ(k) pour k = 2, 3, ..., 7.


