Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Théme : Dérivabilité Chapitre : 7

1. Calculer les dérivées des fonctions suivantes en précisant leur domaine de définition :

(a) z+— Vo +V1+22. (b)z+—— 2% (¢c) z+—— (cosx)s%.  (d) z — In(tan(1 + /sin(z2))).

2. Montrer que les fonctions suivantes se prolongent par continuité en 0 et étudier ensuite si ce prolonge-

ment est dérivable en 0.
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(a):v»—>\/ troV x‘ (b) & — zsin—. (¢) z+— a?sin—. (d) z+— e Y7
x x x

3. *Conctruire une fonction f : R — R dérivable en 0 et discontinue en tout autre point.

4. *La fonction & — cos(y/z) est-elle dérivable & droite en zéro 7

5. **Des fonctions a contre-exemple.
a) Représenter I’ensemble E des couples de réels (o, 3) € R? tels que la fonction f définie par
(a) Rep p , q p
f(0) =0 et f(x) = 2% sin(z?) pour = > 0, soit continue en 0.
(b) Représenter 'ensemble E' C E formé des couples («, ) tels que f soit dérivable a droite en 0.
(c) Donner un exemple de fonction dérivable sur [—1, 1] dont la dérivée n’est pas bornée sur [—1, 1].

(d) Donner un exemple d’une fonction f dérivable en 0 avec f/(0) = 1 et qui n’est monotone sur
aucun intervalle ouvert contenant 0.

6. *Soit f : R — R définie par f(x Z ag sin kx ol aq, ..., a, sont des réels. On suppose que |f(z)| < |z

k=1
pour tout réel z. Montrer que |a; + 2a2 + -+ + nay| < 1

7. **Soient f, g deux fonctions dérivables sur R. On pose h = max(f,g). A quelle condition la fonction
h est-elle dérivable en un point zg 7

8. *Montrer qu'une application f : R — R telle que |f(x) — f(y)| < (z — y)? pour tout couple (z,y) € R?
est constante.

9. *Soit f: R — R.

2 —
(a) On suppose que f est dérivable en 0. Déterminer liH[l) f(a:)xf(a:)
f(22) - f(z)

(b) On suppose que f est continue en 0 et que () = — 0 quand x — 0. Soit x € R

x
fixé. On pose u,, = f (%) —f (; ) pour tout n > 1. Montrer que la série > u, converge et
que

400 +00 1 x
> tn = f(@) =723 = (3)
n=1

Déduire de cela que f est dérivable en 0 avec f/(0) = 0.




10. *Soient f,g : [0,1] — R dérivables sur [0, 1]. On suppose que f(0) = g(0) et f(1) = g(1) et aussi que
1(0) > ¢'(0) et f/(1) > ¢’(1). Montrer qu’il existe un point ¢ €]0, 1] tel que f(c) = g(c).

11. **Soit f : [0,1] — R continue sur [0, 1] et dérivable en 0 avec f(0) = 0, f/(0) = 1 et f(1) = —1.
Montrer qu'il existe a €]0, 1] tel que f(a) =0 et Vz €]0,a[, f(z) > 0.

12. **Une tranche de Cauchy de la série harmonique.

(a)

1 1
+ -+ — est décroissante. En déduire
n—+1 2n

qu’elle converge. Si on note S sa limite, vérifier que S > 1/2.

1
Montrer que la suite (Sy,),>1 définie par S, = — +
n

- 1
Soit f : [0,1] — R dérivable a droite en 0 et telle que f(0) = 0. Montrer que u, = Z f ( >
—\n+ k

converge et exprimer sa limite en fonction de S et f/(0).

En utilisant la fonction f(z) = In(1 4+ z) montrer que S = In 2.

1
Quelle est la limite de la suite u,, = sin — + sin
n

+ + si L ?
coo 4 sin —
n+1 2n

1 1
En admetant le développement asymptotique H,, = 1 + 5 +---+—=lnn+y+0(1), (ouyeR
n

est par définition la constante d’Euler) retrouver directement la valeur de S.

13. **Soit f : [0,1] — [0,1] dérivable et vérifiant fo f = f.

(a)
(b)

Montrer que ’ensemble des points fixes de f est un segment.

En déduire que f est soit constante, soit égale a I'identité.

14. *Dérivée symétrique. Soit [ un intervalle ouvert, f =1 — R et a € I. Lorsque la limite

oo Jlath) ~ fla—h)
h—0 2h

existe, on la note fl(a) et on appelle dérivée symétrique de f en a.

(a)
(b)
()

Montrer que si fj(a) et fy(a) existent alors f¢(a) existe et donner sa valeur.
Prouver que la réciproque du a. est fausse.

Si f est croissante sur I et admet une dérivée symétrique en tout point, que peut-on dire du signe
de fI? Si f! est nulle sur I peut-on en déduire que f est constante sur I?




