Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Théme : Déterminants Chapitre : 19

Sauf mention contraire, K est un corps commutatif quelconque, E un K-espace vectoriel de dimension
finie non nulle, et n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

1. Soit v un endomorphisme nilpotent de E. Montrer que det u = 0.

2. (a) On suppose qu'il existe une matrice A € M, (R) telle que A?> = —I. Montrer que n est pair.
(b) Inversement, si n = 2p, donner un exemple de matrice A € M, (R) telle que A% = —1.
(c) Tout cela reste-t-il vrai dans M, (C) ?

3. Calculer en les factorisant les déterminants suivants :

b

voa ¢ a? 2ab b 1 1 1

a = ¢ b 9 9

b e 7 a b a 2ab b+c c+a a+b
2ab b2 a2 be ca ab

c b a =z

cosa cos(a+k) cos(a+ 2k)
4. Calculer | cosb cos(b+ k) cos(b+ 2k) | (Oral X 1)
cosc cos(c+ k) cos(c+ 2k)

5. Soit A, = (a;;) € M, (R) avec a;; = (—1)™2*3). Calculer det A,,.

6. On pose a; =1+ 2+ .-+ 4. Calculer le déterminant

al a1 ay ... Qa1
ay ay az ... a2
a az a3 ... as
ay az a3z ... Qp

7. Soit A € M, (R) une matrice dont tous les coefficients valent £1. Montrer que det A est un entier
divisible par 271 (Oral X)

8. Trouver le déterminant de I'application f : M —— M de M, (C) dans lui-méme.

Se rappeler que M, (C) = S,,(C) ® A,(C) ou S, (C) (resp. An(C)) est l'espace des matrice symétriques
(resp. antisymétriques) et écrire la matrice de f dans une base judicieusement choisie.

9. Soit A € M,(C) et ¢ : M, (C) — M, (C) l'application qui & M associe AM.
(a) Vérifier que ¥ est un endomorphisme de : M, (C). Montrer que 1 est inversible si et seulement
si A est inversible.

(b) Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de M, (C) bien ordonnée pour avoir une grande
matrice diagonale par blocs.

(¢) En déduire det 1.
(d) Quel est le rang de ¥ ?




10. Un lemme d’Abel.
p: E" — K par

o(r1, ..., xy) = det(u(xr), 2, ..., xy) + - - + det(zq, z2, . . .

Montrer que ¢ = Trudet.

11. Soit A € GL,(R) et X € M, 1(R) un vecteur colonne.

det(A + X'X
Montrer que : ' XA71X = M -1
det A

12. Déterminant de Vandermonde.

1 = zpt
1 2y ... a7t
(a) Montrer que : V(z1,...,x5) =| . . = H(x] —T;).
Do : i<
1 oz, ... atd

On suppose que dim EF = n. Soit u un endomorphisme de E. On définit

s u(@n))

(Oral Mines)

(Oral Mines)

(b) Condition nécessaire et suffisante pour que la matrice de Vandermonde soit inversible ?

(c¢) Lorsque cela est réalisé, calculer I'inverse. Penser aux polyndomes interpolateurs de Lagrange...

n—1

(d) Montrer que pour tout (mq,...,m,) € Z", 'entier H k! divise H (mj —my).

k=1 1<i<j<n
n—2 n
1 @ .. 2y 7
(e) Calculer le déterminant : : : (Oral X)
1 =z, =2 gn
13. Soient x1, ..., z, des réels. Calculer les déterminants :
1 cosz; cos2x cos(n — 1)z sinzy sin2x sin nzy
1 coszs cos2xs cos(n — 1)z sinzy sin 2z sin nxa .
et (Oral Mines)
1 cosz, cos2z, cos(n — 1)z, sinz,, sin2z, sin nx,

14. Soit m < n deux entiers naturels, Py, ..., P,, des polynémes de R,,[X] et (aq, ...

(a) Calculer

Pi(a1) Pi(an)
Ps(a1) Py (an)
Py (ar) Pp(an)
A quelle condition le déterminant est-il non nul?
(b) En déduire pour m < n, la valeur de

1 2m e n'm

2m 3m (n+1)™

n™ (n4+1)" (2n —1)™

, Gy des réels.

15. Soit A = (ai;) € Mp(R) ol a;; est égal au nombre de diviseurs communs a i et a j. Calculer det A.

Astuce...
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. Déterminant de Cauchy.

On se donne des scalaires ay, ..., ap, b1, ..., by avec a; + b; # 0 pour tout couple (7, j).

(a) Calculer

_1 _1
ai+br " ai+bn
_1 _1
an+b1 T an+bn

(b) A quelle condition nécessaire et suffisante la matrice de Cauchy est-elle inversible ? Lorsque cela
est réalisé, calculer 'inverse. (Oral X)

. On note M,,(Z) le sous-ensemble de M, (R) formé des matrices a coefficients dans Z.

(a) Vérifier qu’il s’agit d’un sous-anneau de M, (R). Si A € M, (Z) vérifier que det A € Z.

(b) On note GL,(Z) le groupe des inversibles de cet anneau. Soit A € M, (Z). Montrer que A €
GL,(Z) <= det A € {£1}.

. Soit E = F(R,R) et fi, fa, ..., fn des éléments de E. Montrer que la famille (f, ..., f,) est libre dans
E si et seulement si il existe (21, ...,2,) € R tel que det((fi(z;))1<ij<n # 0. (Oral Mines)

. Soient A, B deux matrices de M, (R).

A -B
>
(a) Montrer que N 0.

(b) Montrer que si AB = BA alors det(A4% + B?) > 0. Donner un contre-exemple si A et B ne
commutent pas. (Oral Centrale)

. Soient A, B,C, D quatre matrices de M, (K). On suppose que AC = C'A.

Montrer que g 11‘3) = det(AD — CB). (Oral X, Centrale,...)

aA bA

.SmtAEMn(R)etM:(cA JA

> ou a, b, ¢, d sont quatre réels. Calculer det M.

. Trouver toutes les matrices A € M, (K) telles que VB € M, (K), det(A+ B) = det A + det B.

“**Soit I = {1,2,...,n} et (A;)i<icen—1 les parties non vides de I numérotées dans un ordre quel-
conque. . Soit B € Myn_;(R) la matrice définie par b;; = 1 si A; N A;j # 0 et bj; = 0 sinon. Montrer
que det B ne dépend pas de la numérotation choisie et le calculer.

“***Des petits cailloux...

(a) Soit A = (a;;) € M2, (R). On suppose que V(i,j) € [1,2n]?, i # j, a;j = £1 et que a; = 0 pour
tout i. Montrer que A est inversible.

(b) On dispose de 2n + 1 cailloux, n > 1. On suppose que chaque sous ensemble de 2n cailloux peut
se partager en deux paquets de n cailloux de méme masse totale. Montrer que tous les cailloux
ont la méme masse.




