Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Theme : Développements décimaux Chapitre : 6

Pour ceux qui ont envie de travailler cette partie du cours...
1. Calculs.

63
(a) Déterminer les développements dyadiques et triadiques de 3

(b) Quel est le rationnel ayant comme développement triadique 112,222121 ?

(c) *Soit z = 0,1+0,02+4 0,003+ 0,0004 + .... (c’est le chiffre des unités de l’entier k qui se retrouve
sur la k-ieme décimale apres la virgule). Quelle est la 2004-eme décimale de x 7

2. Avec des racines carrées.
(a) Montrer que dans le développement décimal de v/2 il existe au moins deux chiffres qui apparaissent
une infinité de fois.
(b) **Existe-t-il un entier n tel que le développement décimal de /n soit de la forme ..., 2004... ?

(c) **Dans le développement décimal de (/2 + 1/3)2°%4 quels sont les chiffres de part et d’autre de
la virgule 7

3. *™Quelques irrationnels.

(a) On considere le réel z = 0,01101010001... ou la n-ieme décimale vaut 1 si n est premier et 0
sinon. Montrer que, quelle que soit la base choisie, x est irrationnel.

(b) On considere le réel x dont le développement décimal est x = 0,23571113..., obtenu en écrivant la
liste des nombres premiers. En admettant la version faible du théoreme de Dirichlet qui affirme
que toute suite arithmétique (an + 1),>0 (¢ > 1) contient une infinité de nombres premiers,
montrer que x est irrationnel.

4. *Valeur moyenne de la p-ieme décimale.

Pour p > 1, on note f, : [0,1] — N l'application qui au réel = associe la p-ieme décimale de son

1
développement propre. Calculer / fp(t)dt.
0

5. **Une injection remarquable.

Construire une injection ¢ : R — P(N) telle que, pour tout z, 1(x) est infini, et pour tout couple
(z,y) € R? avec x # y, ¥(x) N1b(y) est fini. (ENS Ulm)

6. **Equipotence.

Dans cet exercice on pourra librement utiliser le théoreme de Cantor-Bernstein qui suit : E, F' étant
deux ensembles disjoints, s’il existe une injection de E dans F' et une injection de F' dans FE, alors E
et F' sont équipotents (on note E ~ F'). Ce résultat n’est pas aussi simple qu’il y parait.

(a) Montrer a 'aide des développements décimaux que R est indénombrable.

(b) Montrer que [0, 1] et {0,1} sont équipotents.

(c) Montrer que tout intervalle de R de longueur non nulle est équipotent a R.

(d) Justifier les équipotences suivantes : RN ~ [0, 1]N ~ ({0, 1}N)N ~ {0, 11N~ 10, 13N ~ R, Ainsi,
I’ensemble des suites réelles est équipotent a R.



7.

10.

11.

12.

(e) En déduire que NN ~ R, que P(N) ~ R et que R? ~ R.

(a) Montrer que la classe de 10 modulo 7 engendre le groupe multiplicatif (Z/77Z)*.

k
(b) Ecrire les développements décimaux des rationnels - 1 < k < 6. Qu'observe-t-on 7

(¢) Soit p premier tel que la classe de 10 engendre (Z/pZ)*. Montrer que les séquences périodiques

des développements décimaux des fractions — sont obtenues par permutation circulaire a partir
p

de celle du développement de 1
p

1990 1990 .
et ———, les virgules se correspondant.
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On s’intéresse aux ”coincidences” des chiffres 5. Quel est le rang apres la virgule de la 90-ieme

coincidence ? Championnat de France des Jeux Mathématiques et Logiques, 1990

*On écrit I'un sous 'autre les développements décimaux de

*L’ensemble des réels dont le développement décimal ne comporte pas le chiffre 7 est-il dense dans R ?

+o00
x+ 2"
**Soit x > 0 un réel. Calculer ZE <+> ou F désigne la partie entiere. On peut utiliser les
n=0
développements dyadiques ou donner une solution élémentaire. (Ulm)

*On dispose d’une suite de réels positifs. Le premier est égal a 1 et chacun est égal a la somme des
deux qui le suivent. Soit A le 1990-ieme réel de cette suite. Quels sont les chiffres de part et d’autre
de la virgule de 1/A? Championnat de France des Jeux Mathématiques et Logiques, 1990

**Soit pour n > 0, u,, = 0,00...0 1. Quelles sont les 101 premieres décimales de S = ug+u1+...4+u1000007
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