Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Theme : Espaces de dimension finie Chapitre : 14

Dans les exercices qui suivent, sauf mention contraire, K désigne un corps commutatif quelconque et E
un K-espace vectoriel de dimension finien > 1.

1. Bases de KZ2.

Montrer que les vecteurs (a,b) et (c,d) forment une base de K? si et seulement si ad — be # 0.

2. Espaces de suites.
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(a) Montrer que R™, I'espace vectoriel des suites réelles, n’est pas de dimension finie

(b) **Soit p > 1 et ai,...,ap des réels. On considere E 'ensemble des suites réelles (un)n>o qui
vérifient la relation up4p = a1Up4p—1 + A2Upyp—2 + -+ - + apu, pour tout n > 0.
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RY de dimension finie et calculer sa dimension.
(c) *Donner une base de E = {u = (un)n>0 € RY, Vn € N, wupi0 = uni1 +un}
(d) **Meéme question avec E = {u = (up)n>0 € RN, Wn €N, upyo + Uns1 + up = 0},

3. **Espace des fonctions continues affines par morceaux.

Soit S = (a =x0 < x1 < ... <z, = b) une subdivision d’un segment [a,b]. On note E 'ensemble des
fonctions continues f : [a,b] — R telles que la restriction de f & chaque intervalle [x;, z;11] est affine.
Montrer que E est un sous-espace de C°([a,b],R), de dimension finie et calculer sa dimension.

4. *Infinité de supplémentaires.

On suppose le corps K infini (par exemple R ou C). Soit F' un sous-espace strict (c’est-a-dire non
nul et différent de E) de E, et G un supplémentaire de F. On choisit une base (ey,...,e,) de G (ou
r =dimG).

(a) Montrer que pour f € F la famille (e; + f,ea + f,...,e, + f) est de rang 7.
(b)
)
)

Si f € F, on pose Gy = Vect (e1 + f,...,e, + f). Montrer que G est un supplémentaire de F.

(c

(d) En déduire que F' admet une infinité de supplémentaires.

Soit f et f’ deux vecteurs distincts de F'. Montrer que Gy # G.

5. *Supplémentaire commun.

On suppose le corps K infini. On se donne F1, Fy, ... F}, des sous-espaces vectoriels de F et on suppose
P
que E = U F;.
i=1

(a) Montrer qu’il existe un indice i € [1,p — 1] et un vecteur y € F; tel que y ¢ F),.
p—1
xpliquer pourquoi on peut supposer qu’il existe x € el que x ;.
b) Expli i t il exist F, tel F,
i=1
(c) Pour A € K, on choisit iy € [1,p] tel que y + Az € F;,. Prouver que I'application A\ — iy est
injective. Que peut-on en conclure ?

(d) Montrer que si G, ..., G sont des sous-espaces de £ de méme dimension, il existe un sous-espace
vectoriel H de E tel que G; @ H = E pour tout i € [1,p].




6. **Dénombrement.
On suppose que K est un corps fini de cardinal ¢ et £ un K-espace vectoriel de dimension n.
(a) Quel est le cardinal de £ 7 de L(E) 7
(b) Quel est le nombre de bases de E 7 Quel est le cardinal de GL(E) ?

(c) Combien y a-t-il de droites dans E' 7 de plans ? de sous-espaces vectoriels de dimension p € [1,n]?

7. **Cardinal d’un corps fini.

Vérifier que 'application 9 : Z — K qui a n associe n.1g est un morphisme d’anneaux.

(a)
(b) On suppose dans la suite K fini. Montrer qu'il existe p premier tel que Ker ¢ = pZ.
) Montrer que Ko = 1(Z) est un sous-corps de K de cardinal p.

)

En regardant K comme un Kg-espace vectoriel, montre que le cardinal de K est une puissance du
nombre premier p.

(e) Existe-il un corps fini de cardinal 6 ?

8. **Intersection d’hyperplans.

(a) Soit H et H' deux hyperplans de E. Que peut valoir dim(H N H') ?
(b) Plus généralement si Hy, ..., H, sont p hyperplans de E, montrer que codim (HyNH2N...NH)p) < p.

(c) Soit p € [1,n]. Montrer que tout sous-espace vectoriel F' de dimension n —p peut s’écrire comme
intersection de p hyperplans de E.

(d) Soit u € L(E) qui stabilise tous les hyperplans. Montrer que u est une homothétie.

9. **Rang d’une sous-famille.

Soit S une famille de n vecteurs de rang s et S’ une sous-famille de S constitué de n’ vecteurs et de
rang s’. Montrer que n — s >n' — s'.

10. **Familles positivement génératrices.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension n > 1. Une famille (eq, ey, ...,e,) de vecteurs de E est
dite positivement génératrice si Vo € E, 3(Ai,...,Ap) € (RL)P, x = Aier + -+ + Apep.

(a) Montrer que pour (e, ...,e,) € EP on a équivalence entre :
() (e1,ez,...,ep) est positivement génératrice.
(i1) (e1, €2, ..., ep) est génératrice et I(ay,...,ap) € (RL)P, arer + ... + ape, = 0.
(b) Montrer que si (eq,...,ep) est positivement génératrice on a p > n + 1. Existe-il des familles
positivement génératrice de cardinal n+ 1 ?
(c) On se donne (eq, ..., e,) € EP positivement génératrice avec p > 2n + 1.
e Montrer qu'il existe I C [1,p] de cardinal n tel que (e;);er soit une base de E.
e On pose J = [1,p] \ I. Montrer que (ej);c est liée.
e Montrer qu'il existe K C J, K # J telle que (¢;);erux soit positivement génératrice.
(d) Montrer que si (e1, ..., €p) est une famille positivement génératrice dont aucune sous-famille stricte

n’est positivement génératrice alors p < 2n. Donner un exemple d’une telle famille de cardinal
2n.

k k
11. **Soient F1, ..., Fy, des sev de E. Montrer que si ZdimFi > n(k — 1) alors ﬂ F; # {0}. (Ulm 1998)
i=1 i=1




