Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005

Theme : Divisibilité, congruence Chapitre : 12
1. Montrer que Vn € N, n3(n® — 1) est divisible par 8.
2. Montrer que Vn € N, n3 — n est divisible par 3.
3. Montrer que Vn € N, 3"3 — 447+2 gt divisible par 11.
4. Montrer que pour n impair, n(n? — 1) est divisible par 24.
5. *On pose pour n € N, u,, = 9n? — 6n — 1 + (—=2)". Prouver que 27 divise u,, pour tout n.
6. Trouver tous les entiers n € N tels que n + 1|n% + 1.
7. *Trouver A={neN, 72" —1} et B={n e N, 7]2" + 1}.
8. *Montrer que Vn > 1, 21 divise 24" 4 5.
9. *Montrer que Vn € N, 22" | 3 est divisible par 19.
10. (a) Soit n un entier non premier. Montrer que n admet un diviseur d tel que 1 < d < \/n.
(b) *En déduire un algorithme simple qui prend un entier n en parametre et teste sa primalité. Ecrire
le programme en Maple. Quelle est sa complexité ?
(c) *Montrer que I’ensemble des entiers n > 1 qui sont divisibles par tous les entiers d < y/n est fini.
Déterminer cet ensemble.
11. **Pour n € N*, on note E,, ’ensemble des entiers naturels de n chiffres (en écriture décimale) qui ne
s’écrivent qu’avec des 1 et des 2. Quel est le cardinal de F,? Montrer que parmi les éléments de E,
un et un seul est divisible par 2.
12. ***Montrer que pour tout n € N, 2"+ divise E[(1 4+ v/3)%"] + 1.
n
13. ***Montrer que pour tout n € N, Z 022’;1%231‘3 n’est pas divisible par 5. (Olympiades 1974)
k=0
14. ***Montrer qu’il n’existe pas d’application f : N — N telle que Vn € N, f(f(n)) = n + 2005. (Ulm)
15. ***Soient o, n dans N*. Montrer que pour ay, ..., a, dans Z le nombre de paires {7, j} telles que a; = a;

[a] est minimal lorsque les a; sont des entiers consécutifs.




