
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Equations différentielles linéaires Chapitre : 18

Les exercices suivants respectent le programme officiel et ne concernent donc que les équations linéaires
d’ordre 1 et les équations linéaires d’ordre 2 à coefficients constants. Il y a une majorité d’exos d’oraux
récents.

1. Intégrer les équations différentielles suivantes :

(a) y′ − 2
x + 1

y = (x + 1)5/2 (b) y′ + y = cos x− sinx (c) y′ + (tanx)y = 2x + x2 tanx.

(d) (1 + x)y′ + y = 1 + ln(1 + x) (e) y′ + y = (1 + ex)−1.

2. Résoudre (E) : y′ =
1
2
y + 5 sinx puis (E′) : y′ =

1
2
y + 5| sin x|. (Mines 2002)

3. Résoudre y′ − (tanx)y =
1

1 + cos x
. (ENSI 2002)

4. Soit λ > 0. Résoudre sur R∗
+ l’équation xy′ + λy =

1
1 + x

. Existe-t-il des solutions qui ont une limite

finie en 0 ? (X 2004, début de planche)

5. Soit f : R+ → R de classe C1 telle que f ′(x) + f(x) → 0 lorsque x → +∞. Montrer que f tend aussi
vers 0 en +∞ ? Poser g = f + f ′ et résoudre cette équation... (X 2004)

6. Soit f : R → R continue et λ ∈ R. Trouver u continue sur R telle que u(x) = λ

∫ x

0
u(t)dt + f(x) pour

tout x. (Mines 2003)

7. Soit f : R → R une fonction continue. On considère l’équation (E) : y′ + y = f(x).

(a) Montrer que y1 : x 7→
∫ x

0
f(t)e−(x−t)dt est solution de (E). Vérifier que y1(x) =

∫ x

0
f(x−t)e−tdt.

(b) On suppose que f est T -périodique (avec T > 0). Existe-t-il une solution de (E) T -périodique ?
(Mines 2002)

8. Soit f : R → R continue et 2π-périodique. Montrer que l’équation différentielle y′− y = f possède une
unique solution bornée qu’on note ϕ. Etudier la périodicité de ϕ. (Centrale 2004)

9. Lemme de Gronwall. Soit A > 0 et f, g deux fonctions continues sur R+, g étant positive, et telles

que : ∀x > 0, f(x) 6 A +
∫ x

0
f(t)g(t) dt . Montrer que :

∀x > 0, f(x) 6 A exp
(∫ x

0
g(t)dt

)

10. ∗Trouver les fonctions f ∈ C1(R, R) vérifiant ∀x, f ′(x) = f(2002− x). (ENSI 2002)

11. Résoudre les équations linéaires du second ordre à coefficients constants suivantes :

(a) y′′−3y′+2y = x3 (b) y′′+ay = x chx (c) y′′+4y′+4y = x2e−2x (d) y′′−2y′+2y = x cos x chx.



12. Quels sont les couples (f, g) de fonctions dérivables sur R tels que f ′ = g et g′ = f ? (ENSI 2001)

13. Le boulet de canon.

Soient v, g des réels strictement positifs et α ∈]0, π
2 [.

(a) Résoudre les équations différentielles x′′(t) = 0, y′′(t) = −g soumises aux conditions initiales
x(0) = y(0) = 0, x′(0) = v cos α, y′(0) = v sinα.

(b) Quelle est la trajectoire de la courbe t 7→ (x(t), y(t)) ?

(c) Soit T une solution non nulle de l’équation y(t) = 0. Montrer que T est unique et déterminer la
valeur de α qui maximise x(T ). On note d(v, g) cette valeur maximale.

(d) Tracer les lignes de niveaux de la fonction (v, g) 7→ d(v, g).

14. Résoudre dans R l’équation différentielle y′′ − 4y′ + 5y = e2x sinx.

15. Résoudre l’équation différentielle (E) : y′′ + 6y′ + 9y =
e−3x

√
x2 + 1

.

16. (a) Calculer (a + b + c)[(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2].

(b) Déterminer les fonctions y : R → R de classe C2 telles que
y y′ y′′

y′ y′′ y
y′′ y y′

= 0.

17. Soit f de classe C2 sur R vérifiant f + f ′′ > 0. Montrer que pour tout réel x, f(x) + f(x + π) > 0.

(Mines 2004)

18. Déterminer les fonctions f ∈ C0([0, 1], R) telle que
∫ 1

0
f(t) min(x, t)dt = λf(x) pour tout x ∈ [0, 1].

On discutera selon les valeurs du réel λ.

19. Trouver les fonctions f de classe C2 telles que f ′′(x) + f(−x) = ex pour tout x. (Mines 2004)

20. Soit u : R+ → R continue. Donner sous forme intégrale les solutions de l’équation différentielle (E)
y′′ + 3y′ + 2y = u. Montrer que si u admet une limite nulle en +∞, il en est de même des solutions de
(E). (Centrale 2004)

21. Soit a > 0 et f continue sur R telle que f(x) → 0 en ±∞. Résoudre y′′−a2y = f . Montrer qu’il existe
une unique solution bornée. (Centrale 2004)

22. Ecrire sous forme intégrale les solutions sur ]0,+∞[ de y′′ + y =
1
x

. Existe-t-il une solution ayant une

limite finie en +∞ ? (Centrale 2004)


