
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Espaces euclidiens Chapitre : 20

Lorsqu’il n’y a pas d’indication contraire, E désigne un espace vectoriel euclidien dont le produit scalaire
et la norme euclidienne sont notés comme dans le cours.

1. Produit scalaire sur un espace de matrices.

Montrer que (A,B) 7→ Tr(tAB) défini un produit scalaire sur l’espace Mp,q(R). Préciser la norme
euclidienne associée. On prend p = q = n. Quel est l’orthogonal du sous-espace formé des matrices
symétriques ?

2. Inégalité. Soient a, b, c, d des réels positifs. Montrer que
√

a + b + c + d +
√

b + c + d +
√

c + d +
√

d >
√

a + 4b + 9c + 16d

3. Pensez à Cauchy-Schwarz...

Soit n > 2, a1, ...an des réels > 0 et b1, ..., bn des réels. Montrer que si
∑
i6=j

aibj = 0 alors
∑
i6=j

bibj 6 0.

4. Sous-multiplicativité d’une norme matricielle.

Si A = (aij) ∈ Mn(R) on pose ‖A‖2 =
√ ∑

16i,j6n

a2
ij .

Montrer que pour A,B dans Mn(R) on a ‖AB‖2 6 ‖A‖2‖B‖2.

5. Boules.

Si a ∈ E et si r est un réel strictement positif, B(a, r) = {x ∈ E, ‖x − a‖ < r} est par définition la
boule ouverte de centre a et de rayon r. Soient a, a′ dans E et r, r′ dans R∗

+.

(a) Montrer que B(a, r) ∩B(a′, r′) = ∅ si et seulement si ‖a− a′‖ > r + r′.

(b) Trouver une condition pour que B(a′, r′) ⊂ B(a, r).

6. Empilements de sphères. Soient x1, ..., xn, n vecteurs de E, n > 2.

(a) Montrer que
∑

16i<j6n

‖xi−xj‖2 = n

n∑
i=1

‖xi‖2−‖
n∑

i=1

xi‖2. Il est judicieux de symétriser la somme

de gauche avant de la développer.

(b) On considère n boules ouvertes B1, ..., Bn de E de rayon 1 et telles que pour i 6= j, Bi ∩Bj = ∅.
Soit B(a,R) une boule ouverte de centre a et de rayon R contenant toutes les boules Bi. Montrer,

à l’aide de la question précédente, que R > 1 +

√
2(n− 1)

n
. (Oral X)

7. Caractérisation des BON.

On pose n = dim E. Soient e1, ..., en des vecteurs de E tels que ‖x‖2 =
n∑

k=1

〈x, ek〉2 pour tout x ∈ E.

(a) Montrer que (e1, ..., en) est une base de E. Prouver qu’elle est génératrice.

(b) Montrer que ‖ek‖ = 1 pour tout k.

(c) Montrer que (e1, ..., en) est une base orthonormée de E.



8. Endomorphisme antisymétrique. Soit u ∈ L(E) vérifiant 〈u(x), x〉 = 0 pour tout x ∈ E. Montrer
que Im u = (Ker u)⊥. Que dire de la matrice de u dans une base orthonormée de E ?

9. Polynômes orthogonaux.

Soient a < b et w une fonction continue strictement positive sur [a, b].

(a) Montrer que la forme bilinéaire symétrique définie sur R[X] par 〈P,Q〉 =
∫ b

a
w(t)P (t)Q(t) dt

est un produit scalaire.

(b) Soit (Pn) la famille obtenue à partir de la base (Xn)n>0 par le procédé de Gram-Schmidt. Quel
est le degré de Pn ? Montrer que pour tout n > 1, Pn possède n racines simples dans ]a, b[.

Selon le choix de l’intervalle [a, b] et de la fonction de poids w, on va obtenir différentes familles de
polynômes orthogonaux. Les exercices suivants présentent quelques exemples.

10. Polynômes de Legendre.

On prend les notations de l’exercice précédent, avec a = −1, b = 1, et w(t) = 1. On pose pour n > 1,

Ln(X) =
1

2nn!
dn

dXn

[
(X2 − 1)n

]
(a) Calculer L0, L1, L2. Préciser le degré de Ln, son coefficient dominant, sa parité.

(b) Soit n > 1. Montrer que pour tout P ∈ Rn−1[X], on a 〈Ln, P 〉 = 0. Déterminer ‖Ln‖. En
déduire la base orthonormée de R[X] obtenue à partir du la base (Xn) par le procédé de Gram-
Schmidt. En déduire que Ln est scindé à racines simples, toutes dans ]−1, 1[. Prouver ce résultat
directement.

(c) Etablir la relation de récurrence : ∀n > 2, nLn(X) = (2n− 1)XLn−1(X)− (n− 1)Ln−2(X).

11. Polynômes de Tchebychev

On prend maintenant a = −1, b = 1 et w(t) = (1− t2)−1/2.

(a) Justifier que ∀(P,Q) ∈ R[X]2, l’intégrale définissant 〈P,Q〉 existe et définit toujours un produit
scalaire sur R[X]. On a ici des intégrales généralisées.

(b) Montrer que la famille (Tn) est une base orthogonale de R[X]. Quelle est la norme de Tn ?

12. Polynômes de Tchebychev de seconde espèce.

(a) Montrer que (P,Q) 7→
∫ 1

−1
P (t)Q(t)

√
1− t2dt est un produit scalaire sur R[X].

(b) Montrer que pour tout n, il existe un unique polynôme Qn ∈ R[X] tel que pour tout u ∈ [−1, 1],
sin((n + 1)u) = sinuQn(cos u). Donner le degré et le coefficient dominant de Qn.

(c) Montrer que les Qn sont deux à deux orthogonaux.

(d) On considère l’application g : R3 → R définie par g(x, y, z) =
∫ 1

−1
(t3 + xt2 + yt + z)2

√
1− t2dt.

Montrer que g admet un minimum et dire en quel(s) point(s) il est atteint. (Centrale)

13. Familles obtusangles. Soit E un espace euclidien de dimension n > 1 et (e1, ..., ep) une famille de
vecteurs vérifiant 〈ei, ej〉 < 0 pour i 6= j (on parle de famille obtusangle).



(a) On suppose que
p∑

i=1

λiei = 0. Montrer que soit tous les λi sont nuls, soit tous les λi sont non

nuls.

(b) En déduire que p 6 n + 1.

(c) Montrer qu’il existe une famille obtusangle de n + 1 vecteurs unitaires.

14. Adjoint d’un endomorphisme. Cette notion importante figurera dans le cours de Spéciales...

(a) Soit u ∈ L(E). Montrer qu’il existe un unique endomorphisme u∗ de E tel que : ∀(x, y) ∈ E2,
〈u(x), y〉 = 〈x, u∗(y)〉. On dit que u∗ est l’adjoint de u. Déterminer Ker u∗ et Im u∗.

(b) Montrer que u 7−→ u∗ est linéaire involutive. Calculer (uv)∗ pour (u, v) ∈ L(E)2. Préciser id∗E .

(c) Si B est une base orthonormée de E et si A est la matrice de u dans B, quelle est la matrice de
u∗ dans B?

(d) Montrer que u ∈ O(E) si et seulement si uu∗ = idE .

(e) Soit p un projecteur de E. Montrer que p est orthogonal si et seulement si p∗ = p.

15. Projecteurs orthogonaux.

(a) On se place dans R4. Quel est le projeté orthogonal du vecteur u = (2, 0, 0, 4) sur l’hyperplan H
d’équation x− y + 2z − 3t = 0 ? Quelle est la distance du vecteur u à l’hyperplan H ?

(b) Soit D la droite de R3 d’équation x =
y

2
=

z

3
. Déterminer la matrice dans la base canonique de

la projection orthogonale sur D.

(c) Soit B = (e1, ..., en) une base orthonormée de E et x un vecteur unitaire de coordonnées
(x1, ..., xn) dans B. Ecrire la matrice dans la base B de la projection orthogonale sur l’hyperplan
H = x⊥.

16. Distance à un sous-espace.

On pose A = inf
(a,b,c)∈R3

∫ 1

−1
(x3 − a− bx− cx2)2dx.

(a) Soit E = R3[X]. Pour (P,Q) ∈ E2, on pose 〈P,Q〉 =
∫ 1

−1
P (t)Q(t)dt. Montrer qu’on définit ainsi

un produit scalaire sur E. On notera ‖ ‖ la norme associée.

(b) Soit H l’hyperplan de E engendré par (1, X,X2). Déterminer un vecteur directeur de la droite
H⊥.

(c) Interpréter A comme le carré de la distance de X3 à H et en déduire la valeur numérique de A.

17. Caractérisation des projecteurs orthogonaux.

Soit p un projecteur de E. Montrer que p est orthogonal si et seulement si ∀x ∈ E, ‖p(x)‖ 6 ‖x‖.
Les projecteurs orthogonaux sont donc les seuls projecteurs qui diminuent les longueurs.

18. Autre caractérisation des projecteurs orthogonaux.

Soit p un projecteur. Montrer que p est orthogonal si et seulement si 〈p(x), y〉 = 〈x, p(y)〉 pour tout
couple (x, y) ∈ E2. Avec la notion d’adjoint (voir autre exercice) cette condition se traduit par p = p∗.



19. Décomposition d’Iwasawa.

En interprétant le procédé de Gram-Schmidt de manière matricielle, montrer que toute matrice
M ∈ GLn(R) s’écrit de manière unique M = KDT où K ∈ On(R), D est diagonale à coefficients
diagonaux strictement positifs et T est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale.

20. Inégalité d’Hadamard.

Soit A = (aij) ∈ Mn(R). Montrer à l’aide de l’orthonormalisation de Gram-Schmidt que

|det A| 6
n∏

i=1

√√√√ n∑
j=1

a2
ij

Condition nécessaire et suffisante pour qu’on ait égalité ?

21. Isométries de E fixant l’origine.

Soit f : E → E vérifiant f(0) = 0 et ∀(x, y) ∈ E2, ‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖.

(a) Montrer que f est impaire.

(b) Montrer que f conserve le produit scalaire.

(c) En déduire que f est linéaire et conclure.

22. Composition de symétries.

Si F est un sous-espace de E, sF désigne la symétrie orthogonale par rapport à F .

(a) Soient F,G deux sous-espaces orthogonaux. Montrer que sF ◦ sG = s(F+G)⊥ .

(b) Soient F,G deux sous-espaces perpendiculaires (i.e. F⊥ ⊂ G). Déterminer sF ◦ sG.

23. Prolongement d’une isométrie.

Soient F et G deux sous-espaces de E de même dimension et soit u : F → G une isométrie. Montrer
qu’il existe f ∈ O(E) tel que f |F = u.

24. Caractérisation des similitudes.

Montrer que les endomorphismes non nuls de E qui conservent l’orthogonalité sont les similitudes, i.e.
les endomorphismes de la forme λu où λ ∈ R∗ et u ∈ O(E).

25. Le produit vectoriel en dimension 3.

Soit E un espace euclidien, orienté de dimension 3. Les questions suivantes sont indépendantes.

(a) Soient a, b deux vecteurs de E, a 6= 0. Discuter et résoudre l’équation a ∧ x = b.

(b) Soient x, y, z trois vecteurs de E. Montrer que (x ∧ y) ∧ (x ∧ z) = [x, y, z]x.

(c) Soient x, y, z, w quatre vecteurs de E. Montrer que 〈x ∧ y, z ∧ w〉 = 〈x, z〉〈y, w〉 − 〈x,w〉〈y, z〉.

26. Endomorphismes de R3 conservant le produit vectoriel.

Soit u un endomorphisme de R3 (muni de sa structure euclidienne canonique et orienté) tel que
∀(x, y) ∈ (R3)2, u(x∧ y) = u(x)∧ u(y). Montrer que soit u est nul, soit u est une rotation. Etudier la
réciproque.



27. Rotations qui commutent.

Soient u, v deux rotations de R3 distinctes de l’identité et qui commutent.

(a) Montrer que l’axe de u (resp. v) est stable par v (resp. u).

(b) En déduire que si u ou v n’est pas un retournement, alors u et v ont le même axe.

(c) Que dire si u et v sont deux retournements ?

28. Etude d’une rotation.

Montrer que la matrice A suivante est une matrice de rotation dont on déterminera l’axe et l’angle :

A =
1
3

 −2 −1 2
2 −2 1
1 2 2



29. Retournement.

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les réels a, b, c pour que la matrice 2a2 − 1 2ab 2ac
2ab 2b2 − 1 2bc
2ac 2bc 2c2 − 1

 soit la matrice d’un retournement.

30. Ecriture d’une rotation à l’aide du produit vectoriel.

Soit k un vecteur unitaire de E3, D = R.k et P le plan D⊥.

(a) Quel est le rang de l’application f : x 7→ k ∧ x ? Préciser l’image et le noyau de f . Montrer que
la restriction de f à P est la rotation de P d’angle π

2 , P étant muni de l’orientation induite par
le choix de k pour orienter D.

(b) Soit r une rotation d’axe D et d’angle θ (où D est toujours orienté par k). Montrer que pour
tout x,

r(x) = (1− cos θ)〈x, k〉k + cos θ x + sin θ k ∧ x

(c) En déduire le produit mixte [x, r(x), k].

31. Conjuguaison.

Soit r une rotation et s une réflexion plane de E3. Caractériser s ◦ r ◦ s ? (Oral Mines)

32. Matrices orthogonales de taille 3x3.

Pour quelles valeurs des réels a et b la matrice

 a b b
b a b
b b a

 est-elle orthogonale ? Etudier dans

chaque cas la nature géométrique de la transformation associée. (Oral Mines)

33. Matrices orthogonales symétriques.

Que dire d’une matrice (3, 3) à la fois orthogonale et symétrique ? (Oral Centrale)

34. Matrices orthogonales à coefficients dans Z.

(a) Quelles sont les matrices de O3(R) dont les coefficients sont tous dans Z ?

(b) Forment-elles un sous-groupe de O3(R) ?



(c) Etudier les transformations géométriques associées à ces matrices.

35. Matrices orthogonales diagonalisables.

Soit A ∈ O3(R). On suppose qu’il existe P ∈ GL3(R) telle que P−1AP = D où D est diagonale. On
note d1, d2, d3 les coefficients diagonaux de D.

(a) Montrer que dk ± {±1} pour tout k.

(b) Montrer que Ker (A− I3) et Ker (A + I3) sont supplémentaires et orthogonaux.

(c) Que dire de l’application associée à A ? Prouver qu’il existe une matrice orthogonale Q telle que
Q−1AQ = D.

36. Centres.

Déterminer le centre des groupes O2(R), SO2(R), O3(R) et SO3(R).

37. Commutant.

Soit u ∈ O2(R). Déterminer C(u) = {v ∈ O2(R), v ◦ u = u ◦ v}.

38. Une matrice.

Soient a, b, c des réels avec a2 + b2 + c2 = 1. Quelle est la nature de l’endomorphisme de R3 euclidien

défini par la matrice

 a2 ab− c ac + b
ab + c b2 bc− a
ac− b bc + a c2

 ? (Oral Centrale)

39. Calcul d’inverse.

Calculer (si elle existe) l’inverse de la matrice


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

.


