Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Théme : Fonctions usuelles Chapitre : 4

Ces exercices concernent les fonctions circulaires, y compris les fonctions tangentes et cotangentes, les
fonctions exponentielles, puissances et logarithmes et enfin les fonctions hyperboliques directes et réciproques.
Rappelons que toutes les notions d’analyse réelle sous-jacentes seront vues ultérieurement.
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*Simplifier la fonction f(z) = cos* z + 2sinx cos z — sin* 2 puis déterminer I'image de f.

T 2
*Montrer que Vx € [0, 5] on a —x < sinx < x. Cet encadrement du sinus est souvent utile...
T

*Montrer que Vn € N, Vz € R, |sinnz| < n|sinz|.

n

0 0

*Soit # € R. Simplifier le produit P, = H cos ok On pourra multiplier P, par sin o
k=1

*Simplifier, en précisant le domaine de définition, les fonctions suivantes :
arcsi
(a) sin(arccosxz)  (b) sin(arctanz)  (c) cos(2arcsinz)  (d) cos(2arctanz)  (e) cos (rlnm)

2
(f) sin(2arctanz) (g) x — tan(arcsinx).

*Tracer le graphe des fonctions f(x) = arcsin(sinz) et g(z) = sin(arcsinx) aprés avoir précisé leur
domaine de définition.

1
Calculer la dérivée de x —— arctan z + arctan —. Que peut-on en déduire ?
x

1 1
*“*Etablir que % = 4arctan - — arctan 239" C’est la formule de Machin (1706). Elle est intéressante

pour le calcul numérique de m a l'aide du développement en série entiére de arctanx.

1 1 1
**Calculer S = arctan 3 + arctan 5 + arctan 3

***0n se donne 13 réels deux a deux distincts. Montrer qu’il en existe deux parmi eux, disons z et y,
x J—

vérifiant 0 < — 2 < 2 — /3. (Oral X 1995)
142y

Evidemment, on peut se demander ce que cet énoncé fait ici. Il montre 'intérét qu’il peut y avoir a
bien connaitre les formules trigonométriques...

In2 . .
Montrer que n3 est irrationnel.
n

Inx
Etudier et représenter le graphe de la fonction z — ——.
x

a

(a)
(b) *En déduire les solutions dans N* de ’équation a® = b.
(¢) Qui est le plus grand entre 7€ et e™ ?
(d)
)

(e

*En déduire aussi le nombre de solutions dans R de ’équation e = z™ (en fonction de n).

*Que vaut sup{ {/n, n > 1} 7 Cette borne supérieure est-elle atteinte ?
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*Résoudre I'équation 4% — 3°72 = 3%z — 22¢—1

“*Trouver le maximum sur RY de f(z) =277+ 2% (Oral X)

*Quels sont les réels a > 0 tels que a® > = + 1 pour tout réel x 7

*Etudier les fonctions f(z) = 2% et g(z) = z/*.

***Montrer que pour tout (z,y) € (R%)?, on a 2¥ + y® > 1. (Concours Général 1996)

*Résoudre D'équation zV7 = \/z".

Démontrer les formules de trigonométrie hyperbolique suivantes :

tha +thb
(a) ch(a+b) =chachb+shashb (b)sh(a+b) =shachb+shbcha (c)th(a+b) = TS tha - thd"

n n
*Simplifier les sommes Z chkx et Z sh kx.
k=0 k=0

*Etablir les relations suivantes en précisant leur domaine de validité :

cnx

1
(a) arctan(shz) = arccos (h>
(b) 2argth(tanz) = argth(sin 2x).




