
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Fractions rationnelles Chapitre : 15

1. Décomposer en éléments simples dans C(X) la fraction
X2 + 1

(X − 1)(X − 2)(X − 3)
.

2. Quelle est la partie entière de la fraction
X4 − 2X3 + X + 1

(X − 1)(X − 2)
?

3. ∗Simplifier un =
n∑

k=1

k + 3
k3 + 3k2 + 2k

. En déduire la limite de la suite (un).

4. ∗∗Décomposer en éléments simples dans C(X) la fraction
Xn−1

Xn − 1
. (Mines)

5. ∗∗Soit P ∈ C[X] de degré n > 1 admettant n racines simples z1, ..., zn.

(a) Calculer la somme
n∑

k=1

1
P ′(zk)

. (Mines)

(b) Si les zi sont tous non nuls montrer que
n∑

i=1

1
ziP ′(zi)

=
−1

P (0)
.

(c) Calculer en fonction de P et de ses dérivées
n∑

i=1

1
(z − zi)2

et
∑
i6=j

1
(z − zi)(z − zj)

.

6. ∗∗∗Soit P ∈ Rn[X] scindé à racines simples x1, ..., xn. Montrer que
n∑

k=1

P ′′(xk)
P ′(xk)

= 0. (Centrale)

7. ∗∗Soit P ∈ R[X] unitaire de degré n et R(X) = X(X − 1)...(X − n). Calculer
n∑

k=0

P (k)
R′(k)

et en déduire

que parmi les |P (k)| pour 0 6 k 6 n l’un au moins est supérieur ou égal à
n!
2n

. (Centrale)

8. ∗En comparant au préalable f(z), f(jz) et f(j2z), décomposer sur C f(z) =
1

(z3 − 1)2
.

9. Décomposer en éléments simples Fn =
1
Tn

où Tn est le n-ième polynôme de Tchebychev. (Centrale)

10. ∗∗Soient a1, ..., an, x1, ..., xn des nombres complexes. Calculer la moyenne arithmétique des racines de

f(x) =
n∑

k=1

ak

x− xk
prises avec multiplicité. (Oral Mines)

11. ∗∗Montrer que l’ensemble des réels x tels que
100∑
k=1

k

x− k
> 1 est une réunion finie d’intervalles. Calculer

la somme de leurs longueurs. (Oral ENS)

12. ∗∗∗Trouver des polynômes complexes A,B tels que
∑

wn=1

w

(X − w)2
=

A

B
.

13. ∗∗Trouver les fractions rationnelles F ∈ C(X) telles que F (X2)− F (X) =
X

X2 − 1
. (Centrale)


