
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Groupes Chapitre : 11

Sauf mention contraire, G désgigne un groupe dont la loi est notée multiplicativement et dont l’élément
neutre est noté e.

1. ∗Différence symétrique.

Soit E un ensemble. Montrer que (P(E),∆) est un groupe abélien. Préciser son élément neutre.

2. ∗Centre d’un groupe.

(a) Pour a ∈ G, montrer que le centralisateur de a, Ca = {x ∈ G, ax = xa}, est un ss-groupe de G.

(b) En déduire que Z(G) = {x ∈ G,∀y ∈ G, xy = yx} est un sous-groupe de G : c’est le centre de G.

(c) Montrer que si f : G → G est un automorphisme, alors f(Z(G)) = Z(G).

3. ∗Calculs dans un groupe. Les questions sont indépendantes.

(a) Soit x, y deux éléments de G tels que xy ∈ Z(G). Montrer que x et y commutent.

(b) On suppose que pour tout x de G, x2 = e. Montrer que G est abélien.

(c) Soient a, b dans G vérifiant aba = b3 et b5 = e. Montrer que a et b commutent et que a2 = b2.

(d) Soit u un élément du centre de G. On suppose qu’il existe (x, y, z) ∈ G3 tel que u = xyz et
x2 = y2 = z2 = e. Montrer que u4 = e.

4. ∗∗Sous-groupes.

(a) Si G est fini montrer que toute partie non vide et stable par la loi du groupe est un sous-groupe.

(b) Soient H1,H2 deux sous-groupes de G tels que G = H1 ∪H2. Montrer que l’un des sous-groupes
au moins est égal à G.

(c) Si H est un sous-groupe strict de G , prouver que le groupe engendré par G\H est G tout entier.

5. ∗∗Cardinal du produit de deux sous-groupes

Soient H,K deux sous-groupes de G. On pose HK = {g ∈ G, ∃(h, k) ∈ H ×K, g = hk} : c’est donc
l’ensemble des produits d’un élément de H par un élément de K.

(a) Montrer que HK est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.

(b) Soient h, h′ dans H et k, k′ dans K. Montrer que hk = h′k′ si et seulement si il existe x ∈ H ∩K
tel que h′ = hx−1 et k′ = xk.

(c) On suppose G fini. Montrer que |HK| × |H ∩K| = |H| × |K|.

6. Sur l’inverse.

(a) ∗Prouver que G est abélien si et seulement si l’application x 7−→ x−1 est un automorphisme de
G.

(b) ∗∗∗Soit G un groupe fini et f un automorphisme involutif de G sans point fixe non trivial (c’est-
à-dire tel que ∀x ∈ G, f(x) = x =⇒ x = e). Montrer que pour tout x, f(x) = x−1. En déduire
que G est abélien et d’ordre impair.



7. ∗Homomorphismes de (Z,+).

Trouver tous les morphismes de groupe de (Z,+) dans (Z,+). Pour chacun d’entre eux préciser le
noyau et l’image. En déduire le groupe des automorphismes de Z.

8. ∗Homomorphismes continus de (R,+).

(a) Quels sont les morphismes de groupe continus de (R,+) dans (R,+). En déduire le groupe des
automorphismes continus de (R,+).

(b) Quels sont les morphismes de groupe continus de (R∗
+,×) dans lui-même ?

9. ∗∗Morphismes de (Q,+) dans (Z,+).

Trouver tous les morphismes de groupe de (Q,+) dans (Z,+).

10. Dévissage de C∗.

Montrer que (C∗,×) est isomorphe au groupe produit U × R∗
+.

11. ∗∗∗Isomorphismes.

(a) Montrer que (R,+) est isomorphe à (R∗
+,×).

(b) Montrer que (R,+) n’est pas isomorphe à (R∗,×).

(c) Montrer que (Q,+) n’est pas isomorphe à (Z,+).

(d) Les groupes (Q,+) et (Q∗
+,×) sont-ils isomorphes ?

(e) Montrer que (R∗,×) et (C∗,×) ne sont pas isomorphes.

12. ∗Transport de structure. Soit G un groupe et a ∈ G. On définit une nouvelle loi ∗ sur G par
x ∗ y = xay. Montrer que (G, ∗) est un groupe isomorphe à (G, .).

13. ∗∗Groupe symétrique.

Si E est un ensemble on note SE le groupe des permutations de E.

(a) Montrer que si E et F sont deux ensembles équipotents, alors SE et SF sont isomorphes.

(b) Montrer que si E possède plus de 3 éléments, alors le centre de SE est réduit à {IdE}.

14. ∗∗Présentation d’un groupe.

On suppose que G est un groupe engendré par deux éléments a, b vérifiant : a4 = b4 = e, a2 = b2 et
aba = b. On suppose e, a, b, a2 deux à deux distincts. Déterminer le cardinal de G et dresser sa table.


