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Thème : Le groupe symétrique Chapitre : 19

1. Montrer par récurrence sur n que toute permutation σ 6= Id de Sn peut se décomposer comme un
produit d’au plus n− 1 transpositions.

2. Montrer que toute permutation de Sn peut se décomposer comme un produit de transpositions prises
parmi (12), (13), ..., (1n). Donner une telle écriture pour le n-cycle c = (1, 2, ..., n).

3. Soient n, p deux entiers avec 2 6 p 6 n. Combien Sn possède-t-il de p-cycles ?

4. Soient c, c′ deux cycles de Sn de support S et S′. On suppose que c et c′ commutent. Montrer que
soit S = S′, soit S ∩ S′ = ∅. (Centrale 2003)

5. Soit n > 2 et c le cycle (1, 2, ..., n). Quelles sont les permutations de Sn qui commutent avec c ?

6. Soit n > 3. Montrer que toute permutation de An peut se décomposer comme un produit de 3-cycles.

7. Soit σ ∈ Sn telle que σ2 = Id (autrement dit une permutation involutive). Que dire des orbites de σ ?
En déduire que si n est impair, σ admet au moins un point fixe.

8. Montrer que GLn(K) contient un sous-groupe isomorphe à Sn (K corps commutatif quelconque).

9. Soit n > 3. Montrer que la seule permutation de Sn qui commute avec toutes les autres est l’identité.

10. Ordre d’une permutation. On rappelle que l’ordre d’une permutation σ est le plus petit entier
k > 1 tel que σk = Id. Calculer cet ordre en fonction des cardinaux des σ-orbites. Combien y a-t-il
par exemple d’éléments d’ordre 12 dans S7 ? (Centrale 2003)

11. Déterminer la signature de la permutation σ ∈ Sn définie par σ(k) = n + 1− k.

12. Déterminer la décomposition en cycles à support disjoints de la permutation σ = (1, 2, 3) ◦ (2, 3, 4) ◦
(3, 4, 5) ◦ · · · ◦ (n− 3, n− 2, n− 1) ◦ (n− 2, n− 1, n) ∈ Sn. Quelle est la signature de σ ? Calculer σ2.

13. Caractérisation de la signature.

Soit f : Sn → C∗ un morphisme de groupe (on parle d’un caractère).

(a) Soit τ une transposition. Montrer que f(τ) = ±1.
(b) Montrer que toutes les transpositions ont la même image par f . On pourra montrer que si τ et

τ ′ sont deux transpositions, il existe σ telle que τ ′ = σ ◦ τ ◦ σ−1.
(c) En déduire que la signature est l’unique morphisme non trivial de Sn dans C∗.

14. Définition de la signature à l’aide des inversions.

Pour σ permutation de Sn, on appelle inversion de σ tout couple (i, j) tel que i < j et σ(i) > σ(j).
Montrer qu’on a ε(σ) = (−1)Iσ où Iσ est le nombre d’inversions de σ.


