Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Theéme : Intégration Chapitre : 16

Les exercices sont classés selon plusieurs rubriques.

10.

’Fonctions en escalier, calculs simples

b
. Soit a < b deux entiers relatifs. Calculer / E(x) dz .
a

Soit g : [a,b] — R une fonction en escalier. Montrer que pour tout ¢ > 0 il existe une fonction continue

b
f:a,b] — R telle que/ |f(t) —g(t)] dt <e.

n
Calculer /
0

b
Soit f : [a,b] — R continue telle que pour toute fonction g : [a,b] — R en escalier, / f(t)g(t) dt = 0.
a

|z — k| dz .
0

Montrer que f = 0.

’Linéarité, positivité, théoréme de majoration)‘

1
1
Soit f : [0,1] — R continue telle que / ft) dt = 5 Montrer qu’il existe xg € [0,1] tel que
0
f (o) = xo.

Soit f € C%([a,b],R). A quelle condition a-t-on

/abf‘z/abu?

1
Soit f :[0,1] — R continue telle que / f(t) dt =0. Soit @« = min f(t) et 8 = max f(t).
0 te[0,1] te[0,1]

1
Montrer que / f2t) dt < —ap. (Oral X)
0

b
Soit f : [a,b] — R continue. On suppose que Yk € [0,n—1], / tk f(t) dt = 0. Montrer que f s’annule
a

en au moins n points distincts de [a, b].

Soit f : [0, 7] — R continue vérifiant / f(z)sine do = / f(z)cosz de = 0. Montrer que f admet
0 0

au moins deux zéros distincts dans |0, 7]. (Oral ENS)

’ Inégalités (Cauchy-Schwarz,...) ‘

Soient f,g deux applications de [0,1] dans RT, continues par morceaux et telles que f(z)g(x) > 1

1 1
pour tout z. Montrer que / f(t) de / g(t) dt > 1. (Oral X)
0 0
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12.

13.

14.

15.
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Soit F = {f € C%Ja,b],R),Vt € [a,b], f(t)+#0}. Pour f € F on pose

([ ) ([ )

(a) Déterminer }ng P(f). Cette borne inférieure est-elle atteinte ?
€
(b) Méme question pour sup P(f).
feF

Soit f € CY([a,b],R) telle que f(a) = f(b) =0. On note M = ||f'||cc = sup |f'(x)|. Montrer que
z€[a,b]

/abf(t) & ’ < M(b —4(1)2

’ Intégrale indéfinie ‘

zy
Trouver toutes les fonctions f € C°(R,, R) telles que ¢(z,y) = / f(t) dt soit indépendante de x.
X

kx
Soit k > 0. Trouver toutes les fonctions f € C°(Ry,R) telles que x — f(t) dt soit constante.
Meéme question sur R . ’
. 3% gint
Calculer hII(l) e de . (Oral Centrale)
r— T

Inégalité de W.H. Young.
Soit a > 0, f : [0,a] — R strictement croissante, continue et telle que f(0) = 0. On pose g = f~! et
pour z € [0, a

x f(x)
F(z) = /0 F(t) dt + /0 o(t) dt — 2 f()

a) Justifier I'existence de g. On suppose f dérivable. Montrer que F' est dérivable et calculer F’.

b)

(¢) Le résultat reste-t-il encore vrai avec f seulement continue ? Le prouver.
)

(d) Montrer que pour tout « € [0,a] et tout 5 € [0, f(a)], on a :

(
(

Que peut-on en déduire 7 Donner une interprétation de ce résultat en terme d’aire.

@ B8
af </ f(z) dz +/ g(z) dz  (inégalité de Young)
0 0

Préciser les cas d’égalités.

1 1
(e) Application : soit p, ¢ strictement supérieurs a 1 deux exposants conjugués i.e. tels que —+— = 1.
P q

Montrer que ¥(a, 3) € R?, aff < — + —.
p

Transformation de Cesaro intégrale Soit f : Ry — R continue. On pose pour tout x > 0,
1 [* _

F(z)=— / f(t) dt . Montrer que si f(z) tend vers a € R lorsque x tend vers 400 il en est de méme
T Jo

de F.




’Intégration par parties, changements de variables, calculs‘

18. (a) Soit f: [a,b] — R continue, telle que Vz € [a,b], f(a +b— x) = f(x). Montrer que
b b
/ xf(z) de = a—2}-b/ f(z) dz

s 3 ™ d
(b) Application : calculer les intégrales I = / _TIRY qp et J = / T
0 0

1+ cos?z 1+sinz

1

19. Calculer I(p,q) = / (t —1)P(t+1)? dt pour p,q dans N.
~1

w/2
20. Les intégrales de Wallis. On pose pour a € Ry, I(«) = / sin® ¢ dt .
0

(a) Calculer I(0), I(1). Montrer que la fonction () est strictement décroissante et déterminer sa
limite lorsque @ — +oc.

I 1
(ot possede une limite

I()
, . . . e I(n+0) |
en +oo que 'on calculera. Etudier de méme la limite lorsque n tend vers I'infini de ————= ou

I(n)
B est fixé dans [0, 1].

(¢) On pose f(a) = (a+ DI(a)I(aw + 1). Comparer f(a + 1) et f(a). En calculant la limite du
rapport f(n + 3)/f(n) lorsque n tend vers Uinfini et § € [0, 1], montrer que f est constante. En
déduire un équivalent de I(a) en +oc.

(b) Trouver une relation entre I(a+2) et I(«). En déduire que le rapport

(d) Expliciter a l'aide de factorielles la valeur de I(n) pour tout entier naturel n.

(e) Application : calculer le volume de la boule unité de R™.

’ Sommes de Riemann ‘

21. Etudier, a 'aide de sommes de Riemann, les suites suivantes :

1S, kr @2n)N\ /" 1 &k "k k
tn = 3 2 heos T, ”“:<n!nn RV D Dy e P Db

162 ny 1/n?
22. Calculer lim (1271) )

n(n+1)
n—-4o0o n_z

n

1
23. Soit Ay, Ag, ..., A, un polygone régulier inscrit dans un cercle de rayon 1. Calculer lim — Z A1 Ay,

n—oo n

k=2
n
24. Soit p € N. Déterminer un équivalent de Z kP lorsque n tend vers 'infini.
k=1

25. Calcul des intégrales de Poisson.

(a) Décomposer le polynome X2 — 1 en facteurs irréductibles dans R[X].

(b) En déduire pour |z| # 1 la valeur de I(x) = / In(1 — 2z cost + %) dt . (Oral X)

0

(c) Seconde méthode : calculer pour |z| # 1, I(—x), I(1/z) et I(x?) en fonction de I(z). Conclure
en regardant la limite de I(z) en 0.




26. Inégalité de Jensen.

1 b
(a) Pour f : [a,b] — R continue on pose u(f) = b—a/ f. Comparer p(ef) et ef). (Oral Mines)

Utiliser les sommes de Riemann et la convexité de [’exponentielle.

(b) Généraliser le résultat précédent.

27. Développement asymptotique des sommes de Riemann.

(a) Soit f:[0,1] — R de classe C2. Déterminer a, b tels que :

1 n—1
[ roa -3 s =2 o)
0 ni=ton n

n2

3
[

(b) Application : trouver la limite de la suite up, = — — » ——. (Oral X)

28. Soit f: [0, 1] — R continue. Calculer lim 3 f(f) f(i).

n—oo N2

Limites sous le signe intégral‘

29. Construire une suite de fonctions continues f, : [a,b] — Ry telle que pour tout ¢ € [a,b], la suite

b
(fn(t)) converge vers 0 mais telle que lim / fu(t) dt = 4o0.
n—-+oo J,

1
30. Soit f:[0,1] — R continue. On pose pour n € N, I,, = / 2" f(z) dx .
0

(a) Montrer que I,, tend vers 0.

(b) Déterminer la limite de la suite nl,.

1
31. Soit f:[0,1] — R continue. Déterminer lim F(") de .

n—oo 0

32. Lemme de Riemann-Lebesgue. Soit f : [a,b] — R continue par morceaux.

b
(a) Montrer que /\lim / f(t)sin(At) dt = 0. On commencera par le montrer pour f constante,
—400 J,

puis pour f fonction en escalier.

(b) Plus généralement, si g est continue et périodique de période T > 0, montrer que :

[ swsonar = (5 [Cawa ) ([ s

(c) Donner une preuve plus simple du lemme si la fonction f est supposée de classe C* sur [a, b].
b
(d) Application : déterminer lim / f(@)]sin(At)| dt .
A—+o0 J,

(e) Déterminer deux réels « et 3 tels que pour tout entier n > 1, on ait

/ﬂ(at + Bt?*) cos(nt) dt = 1
0

n2
|
En déduire la valeur de ((2) = E —5. On utilisera le lemme de Riemann-Lebesgue apres avoir
n
n=1

déterminé une expression intégrale de la somme partielle de la série.






