
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Intégrales généralisées Chapitre : 17

1. Sommation des équivalents. Soient f, g deux fonctions de R+ dans R+ équivalentes en +∞.

(a) Si g n’est pas sommable sur R+, montrer que f non plus et que
∫ x

0
f(t) dt ∼

∫ x

0
g(t) dt .

(b) On suppose que g est sommable. Montrer que f aussi et que
∫ +∞

x
f(t) dt ∼

∫ +∞

x
g(t) dt .

Cet exercice précise donc le résultat du cours. On a un résultat analogue pour les séries à termes
positifs. Voici plusieurs exercices d’oraux comme application.

2. Trouver un équivalent de x 7→
∫ t

e

dt

ln t
. On intègrera par parties.

Donner un développement asymptotique de cette fonction.

3. Trouver un équivalent de x 7→
∫ x

1

et

t
dt . C’est un remix du précédent !

4. Trouver un équivalent en +∞ de x 7→
∫ x

0
et2 dt . (Oral X, Mines)

5. Montrer qu’en 0+,
∫ x

0
ln(ln(1 + t) dt ∼ x lnx. (Oral Centrale)

6. Soit f : R+ → R+ décroissante sommable sur R+. Montrer que xf(x)→ 0 en +∞.

7. Soit f : R → R uniformément continue et sommable. Montrer que f tend vers 0 en +∞ et en
−∞. Raisonner par l’absurde. Donner un exemple de fonction continue, sommable et non bornée au
voisinage de +∞.

8. Soit f ∈ C2(R, R). On suppose que f2 et f ′′2 sont sommables sur R. Montrer que f ′2 est sommable
et que : (∫ +∞

−∞
f ′

2(t) dt

)2

6
∫ +∞

−∞
f2(t) dt

∫ +∞

−∞
f ′′

2(t) dt

Que dire du comportement de f en −∞ et +∞ ?

9. Lemme de Riemann-Lebesgue.

Soit f : R+ → R continue par morceaux et sommable. Montrer que pour tout λ ∈ R, t 7−→ f(t) sinλt

est sommable sur R+ et que
∫ +∞

0
f(t) sinλt dt tend vers 0 lorsque λ→ +∞.

10. (a) Calculer
∫ π/2

0

sin(2n + 1)t
sin t

dt .

(b) Montrer que ϕ(t) =
1
t
− 1

sin t
se prolonge en 0 en une fonction de classe C1 sur [0, π/2].

(c) En déduire que l’intégrale semi-convergente
∫ +∞

0

sin t

t
dt vaut

π

2
.



11. Comparaison série-intégrale. Soit f : R+ → R+ continue décroissante.

(a) Montrer que la série
∑

f(n) converge si et seulement si f est sommable.

(b) Si on enlève l’hypothèse de décroissance, donner un exemple où f est sommable et où
∑

f(n)
diverge et un autre exemple où la série converge sans que f soit sommable.

(c) Dans le cas où
∑

f(n) diverge, montrer que Sn =
n∑

k=1

f(k) est équivalent à
∫ n

0
f(t) dt . Retrouver

ainsi que Hn ∼ lnn. Donner un équivalent de
n∑

k=1

1√
k

et de
n∑

k=1

1
k ln k

.

(d) Dans le cas où
∑

f(n) converge, montrer que le reste d’ordre n vérfie
∫ +∞

n+1
f 6 Rn 6

∫ +∞

n
f .

Dans les cas favorables, cela peut permettre de trouver un équivalent du reste. Montrer par
exemple que :

∀α > 1,

+∞∑
k=n+1

1
kα
∼ 1

α− 1
1

nα−1

12. La fonction Gamma d’Euler.

On pose pour x > 0, Γ(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1 dt . Justifier.

(a) Montrer que ∀x > 0, Γ(x + 1) = xΓ(x). Calculer Γ(1) et en déduire Γ(n) pour tout n ∈ N∗.
(b) A l’aide de l’inégalité de Hölder, montrer que Γ est logarithmiquement convexe sur I =]0,+∞[.

En déduire qu’elle est convexe et donc continue sur I. Donner un équivalent de Γ en 0+.

(c) Démontrer les formules suivantes pour x > 0,

Γ(x) =
∫ 1

0
(ln

1
t
)x−1 dt xΓ(x) =

∫ +∞

0
e−t1/x

dt Γ(1 +
1
x

) =
∫ +∞

0
e−tx dt

13. Sommes de Riemann.

Il n’y a aucun résultat au programme dans le cadre des intégrales généralisées, mais on rencontre
toutefois souvent la situation suivante. On redémontrera donc le résultat de la question (a) dans le
cas particulie proposé.

Soit f :]a, b]→ R, positive décroissante continue et tendant vers +∞ en a+.

(a) Montrer que si f est sommable sur ]a, b] alors lim
n→+∞

b− a

n

n∑
k=1

f

(
a + k

b− a

n

)
=

∫ b

a
f(t) dt .

(b) Retrouver la valeur de l’intégrale I =
∫ π/2

0
ln(sin t) dt en établissant au préalable la relation

n−1∏
k=1

sin
(kπ

n

)
=

n

2n−1

(c) Déterminer lim
n→+∞

n∑
k=1

n

(2n + k)
√

k(2n + k)
.

(d) Trouver la limite de la suite : un =
(
C0

nC1
n...Cn

n

) 1
n(n+1) . (Centrale)


