
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Isométries du plan Chapitre : 21

Dans les exercices suivants on se place dans le plan affine euclidien orienté R2. On note Is(R2) le groupe
des isométries plane et Is+(R2) le sous-groupe des déplacements.

1. Génération du groupe des isométries par les réflexions. Etudier la composée de deux réflexions
du plan R2. En déduire que l’ensemble des réflexions engendre le groupe Is(R2).

2. Composée de deux rotations planes.

Soient r, r′ deux rotations du plan distinctes de l’identité.

(a) Montrer qu’on peut trouver 3 réflexions s, s′, s′′ telles que r = s′ ◦ s et r′ = s′′ ◦ s′.

(b) Décrire r′ ◦ r. Lorsqu’il s’agit d’une rotation, on donnera une construction géométrique de son
centre et lorsqu’il s’agit d’une translation, on précisera le vecteur.

(c) Etudier la composée d’une rotation et d’une réflexion de R2.

3. Principe de Fermat. Soit D une droite de R2 et A,B deux points appartenant à un même demi-plan
ouvert délimité par D. Trouver le point M de D tel que la distance AM + BM soit minimale.

4. Théorème de Napoléon. Soit ABC un triangle direct du plan. On construit, à l’extérieur de ce
triangle, les trois triangles équilatéraux de bases AB, AC et BC. Montrer que les centres de gravité
de ces trois triangles forment un triangle équilatéral.

5. Centres. Déterminer le centre des groupes Is(R2) et Is+(R2).

6. Génération du groupe des déplacements. Soient O,O′ deux points distincts de R2. Montrer que
l’ensemble des rotations de centre O ou O′ engendre le groupe Is+(R2).

7. Caractérisation des translations. Soit f une isométrie du plan telle que la distance entre M et
f(M) soit constante. Montrer que f est une translation.

8. Sous-espaces stables. Trouver tous les sous-espaces affines de R2 stables par une réflexion.

9. Groupe diédral. On appelle groupe diédral d’ordre n, noté Dn, le groupe des isométries d’un
polygone régulier à n côtés. Calculer le cardinal de Dn.

10. Conservation du périmètre. Soit f : R2 → R2 une application qui conserve le périmètre des
triangles. Montrer que f est une isométrie.

11. ∗∗∗∗Conservation de la distance 1. Soit f : R2 → R2 une application qui conserve la distance 1.
Montrer que f est une isométrie. (Oral Ulm)



12. Partie stable bornée.

Trouver une isométrie f et une partie bornée A du plan vérifiant f(A) ⊂ A et f(A) 6= A.


