Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Théme : Limites Chapitre : 6

Cette fiche contient quelques exercices sur les limites qui n'utilisent pas les développements limités ou
asymptotiques.

1. *Etudier 'existence, et calculer le cas echéant, les limites des fonctions suivantes au point xq indiqué :

(a)xr—>sin%en0 (b)xv—mz:E(i)enO (c)m»—mv(\/x%—x/ﬁ—\/x#—ﬁ)en—i—oo.

m x — +/E(z?), ou E désigne la partie entiére.

2. *Calculer, si elle existe, i
r—+00

3. *Soit f: R — R périodique. Que dire de f si elle admet une limite (finie ou infinie) en oo ?

4. **Représenter dans le plan R? I’ensemble des couples (a, 3) tels que x +— sin(a:ﬁ ) ait une limite finie

sin u
en +oo. On pourra utiliser le fait que tend vers 1 lorsque u — 0.

5. **Soit f: Ry — R. Etudier si les conditions suivantes sont suffisantes pour dire que liril f(z)=0.
T—T00

(a) Pour toute suite croissante (z,) tendant vers +o0, la suite (f(zy)) converge vers 0.
(b) f est continue sur R et la suite (f(n)),>0 converge vers 0.
)
)

(c

(d) f est K-lipschitzienne sur Ry et la suite (f(y/n))n>0 converge vers 0.

f est K-lipschitzienne sur R4 et la suite (f(n))n>0 converge vers 0.

6. **Soit f : R — R. On suppose que pour tout x, la restriction de f & R\ {z} admet une limite en x que
l’on note g(x). Montrer que la fonction g ainsi définie est continue sur R. Etudier quelques exemples.

7. **Déterminer les fonctions f : R — R vérifiant les deux conditions suivantes :

(i) V(z,y) € R?, f(z+y) < fz)+ f(y)
f(x)

)ty 22 =1

2
8. *™*Soit f: Ry — R’ croissante telle que mETm J;((;)) =1.
. flex)
a) Montrer que Ve > 0, lim =1
@ A )
1
(b) Montrer que lim n/(z) =0.

r—+oo Inxzx

9. **Soit f: Ry — R telle que :

(i) V(z,y) € R%, flz+y) = flx)+ fy).
(i) IM > 0, Vt € Ry, | f(t)] < Mt.

Etudier 'existence des limites de ¢ +— en 07 et +o00. Si elles existent on les note a et 3. Comparer

()
t

alors f avec les applications t — at et t — ft. (Oral X 1996)




