Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Théme : Matrices Chapitre : 16

Si rien n’est précisé, K désigne un corps commutatif quelconque.

’ Calcul matriciel, structure‘

1. *Le centre de M, (K).

(a) Soit A € M, (K). On appelle commutant de A I’ensemble C(A) = {M € M,(K), AM = MA}.
Montrer que C(A) est une sous-algebre de M, (K).

(b) Soit (i,5) € [1,n]?. Décrire & quelles conditions une matrice M est dans C(E;;). En déduire la
dimension de C(E;;) ainsi qu'une base.
(c) Le centre de 'algebre M, (K) est 'ensemble des matrices qui commutent avec toutes les autres.
Montrer que ce centre est égal a ﬂ C(FE;;) puis préciser cette intersection.
1<i,j<n

(d) Déterminer I’ensemble des matrices qui commutent avec toutes les matrices diagonales.

2. *Famille liée. Soit A € M, (K), n > 2. Montrer que la famille (I, A, A2, ..., A"°~1) est lice.

3. "Commutant d’une matrice diagonale.

Soit D € M,(K) une matrice diagonale. Calculer la dimension du commutant de D. On pourra
commencer par le cas ou les coefficients diagonaux de D sont deux a deux distincts.

4. *Conjugaison.

Soit P € GL,(K). Montrer que I'application M + P~!MP est un automorphisme d’algeébre de

5. *Matrices en damier.

Soit M = (as5) € Mp(K). On dit que M est en damier si a;; = 0 pour j — i impair. On note D
I’ensemble des matrices n x n en damier. Montrer que D est une sous-algbre de M, (K). Quelle est sa
dimension 7

6. *Une construction du corps des complexes.

— a —b 2
OnposeC-{(b u ), (a,b)ER}.

(a) Montrer que C est un sous-espace vectoriel de Ma(R) et préciser sa dimension.
(b) Montrer qu’en fait C' est une sous-algebre de Ms(R) et qu’elle est commutative.

(c) Montrer que tout élément non nul de C' est inversible dans C. En déduire que C' est un corps.

b ) est un isomorphisme de corps de C sur C.

(d) Montrer que 'application a + ib — ( “

On aurait donc pu construire le corps des complexes de cette maniére !




7. *Le corps des quaternions.

Le corps des quaternions, construit par Hamilton en 1843, est un corps non commutatif, et une R-
algébre de dimension 4. Il admet une base (1,1, 7, k) avec les propriétés i> = j2 = k* = —1,ij = —ji =
k, jk = —kj =1 et ki = —ik = j. Une maniere simple de construire cette algebre et qui évite les
vérifications fastidieuses (par exemple de l’associativité du produit) consiste a utiliser les matrices.

On considere le sous-ensemble H de M3(C) constitué des matrices h de la forme h = ( jl _;2 >
2 21

avec (21, 29) € C2. On considere les quatre éléments suivants de H :

(10 (i 0 A (0 -1
O o 1) T o i) 2T io) BT 1 o

(a) Quelle est la dimension de M2(C) regardée comme R-algebre? Montrer que H est une R-sous-
algebre de M»(C) de dimension 4. Montrer que (e, €1, €2, €3) est une R-base de H. On dit que H
est l’algébre des quaternions.

(b) Dresser un tableau de tous les produits e;e;. L’algebre H est-elle commutative ?
21 22

(c) Pour h € H de la forme ci-dessus on pose h = < o
—z2 2

>. Montrer que I'application qui a

h associe h est un endomorphisme involutif du R-espace vectoriel H. Ecrire sa matrice dans la
base (eq, €1, e2,e3). Caluler hh et en déduire que tout élément non nul de H est inversible dans
H. Que peut-on en déduire?

8. **Une sous-algebre de matrices.
1 ... 1
On note U = | : il € Mp(R) et A={aU +0bI, a,beR} (n=>=2).
1 ... 1

(a) Montrer que A est une sous algbre commutative de M, (R).

(b) Soit M = aU+bI € A. Montrer que M posséde un inverse dans A si et seulement si b(b+na) # 0,
et le cas échéant, donner M 1.

(c) Montrer que si b(b+ na) = 0, alors M n’est pas inversible dans M, (R).
(d) Trouver les matrices M € A vérifiant M" = I,,.

9. Calculs de puissances.

(a) *Calculer les puissances de la matrice

S O =
S O =
== O

5 4
4 -3

(c) **Calculer A™ pour tout entier n dans les cas suivants :

(b) **Soit A = ( > Calculer A,

0 a a? a+b 0 a
A= 1/a 0 a aeCr, A= 0O b 0 (a,b) € C?
1/a®> 1/a 0 a 0 a+b

10. *Soit A € M, (R) telle que A’AA = I,,. Montrer que A% = I,,. (Oral ENSI)




11. **Montrer que si une matrice triangulaire supérieure a coefficients réels commute avec sa transposée,
alors elle est diagonale. (Oral Centrale)

12. **Soient (A4, B) € M,(C)?, X € C tels que A\AB + A+ B = 0. Montrer que A et B commutent. (X)

13. Déterminant pour les matrices de taille 2 x 2.

Cette notion sera généralisée et étudiée dans un chapitre ultérieur.

a b

A toute matrice A = < . d ) € M>(K) on associe son déterminant det A = ad — be.

(a) Montrer que : V(A, B) € My(K)?2, det(AB) = det Adet B.

(b) Vérifier que A2 — Tr(A)A + det(A)I = 0. Cela est conforme au théoréme général de Cayley-
Hamilton.

(c) *En déduire que A est inversible si et seulement si det(A4) # 0 et calculer dans ce cas A~!. On
retiendra d’ores et déja cette formule.

Trace

14. *Le dual de M, (K).

La trace est une forme linéaire sur M,(K). En fait, toutes les formes linéaires sur M, (K) peuvent
s’exprimer a l’aide de la trace.

(a) Soit A une matrice de M,,(K) telle que VM € M, (K), Tr(AM) = 0. Montrer que A = 0. Prendre
pour M les matrices E;j...

(b) Pour A € M,(K), on définit fa : M,(K) — K par fa(M) = Tr(AM). Vérifier que f4 est une
forme linéaire sur M, (K).

(¢) Prouver que application f : M, (K) — M, (K)* qui & une matrice A associe la forme linéaire f4
est un isomorphisme de M, (K) sur son dual.

(d) Caractériser les formes linéaires f € M, (K)* vérifiant : V(M,N) € M, (K), f(MN) = f(NM).

15. **Quelques équations avec la trace. Ces exercices sont des trés grands classiques.
Soient A, B dans M,,(C). Discuter et résoudre les équations suivantes d’inconnue M € M, (C) :
(a) M+Tr(M)A=1B
(b) M +'M = Tr(M)A.

16. **Sur la propriété de la trace.

Soit (A, B,C) € M,(K)3. Montrer que Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB) et que Tr(ACB) =
Tr(CBA) =Tr(BAC). Montrer par un exemple qu’on n’a pas nécessairement 7r(ABC) = Tr(ACB).

17. Trace d’un projecteur.
Ici E est un C-espace vectoriel de dimension finie n et p est un projecteur de FE.
(a) *Montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de p est J. ou r = rg (p). En
déduire que rg (p) = T'r(p). Voici une application de ce résultat.

(b) ***Soit G un sous-groupe fini de GL,(C) et S = Z M. Montrer que si Tr(S) = 0 alors S = 0.
MeG



18. **Un calcul de trace. Soit A € M,,(K), B € M,(K). On considére I’endomorphisme ¢ de M, ,(K)
qui a M associe AM B. Montrer que Try) = TrA x TrB.

Matrices et applications linéaires‘

19. On se place dans R3. Ecrire la matrice dans la base canonique de la projection sur le plan d’équation
x 4+ y + 2z = 0 parallelement a la droite dirigée par (1,2, 1).

20. *Opérateur de dérivation.
Soit E le sous-espace vectoriel de C°(R,R) engendré par B = (cos,sin,sh,ch) et D lopérateur de
dérivation de C*°(R, R).
(a) Montrer que B est une base de E et en déduire la dimension de E. Montrer que E est stable par
D. On note d la restriction de D a E.
(b) Ecrire la matrice M de d dans la base B. Calculer M™ pour tout entier n € N.

(c) Montrer que d est un automorphisme de E et calculer M 1.

21. *Matrices triangulaires.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n, B = (eq, ..., €,) une base de E, u € L(FE) et A la matrice
de u dans la base B. Montrer que A est triangulaire supérieure si et seulement si Vect (eq, ..., ex) est
stable par u pour tout k € [1,n].

22. *Matrices triangulaires nilpotentes.

(a) Montrer que si A € M, (K) est triangulaire avec une diagonale nulle, alors A est nilpotente.

(b) Donner un exemple de matrice A € M,,(K) nilpotente et non triangulaire.
23. Cellule de Jordan.
On note J = (a;;) € My(K) la matrice définie par a; ;41 = 1 pour 1 <i < n —1 et a;; = 0 sinon.

(a) *Calculer les puissances de J. Vérifier que J est nilpotente et préciser son indice de nilpotence.

(b) **Inverser les matrices suivantes apres les avoir exprimées en fonction de J :

1 1 ... ... 1 1 2 3 ... n

0 1 1 ... 1 0 1 2 ... n—1
et

0o ... .1 1 0o ... . 1 2

o ... ... 0 1 0o ... ... 0 1

(c) **Soit M € M, (K) nilpotente. Montrer que M™ = 0. On suppose de plus que M"~! = 0.
Montrer que M est semblable a J.

(d) Déterminer le commutant de J et calculer sa dimension.

24. **Soit A € M,(K) et f: My(K) — M,(K) définie par f(M)= MA. Montrer que f est un endomor-
phisme de M, (K) et écrire sa matrice dans la base canonique de M, (K) ordonnée judicieusement.




