
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Pgcd, ppcm Chapitre : 12

1. Montrer que pour tout entier n ∈ N, la fraction
21n + 4
14n + 3

est irréductible.

2. Soit (a, b) ∈ (N∗)2. Quel est le plus petit entier non nul n tel que b divise an ?

3. ∗Soit a, b deux entiers naturels non nuls.

(a) On suppose pgcd (a, b) = 1. Déterminer le pgcd de ab et de a + b.

(b) Dans le cas général, quel est le pgcd de a + b et de ppcm (a, b) ?

4. ∗Trouver, pour n ∈ N∗, le pgcd de n! + 1 et (n + 1)! + 1.

5. ∗Soit n ∈ N. On définit les entiers an et bn par (1+
√

2)n = an +bn

√
2. Montrer que pgcd (an, bn) = 1.

6. ∗∗Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe deux entiers dont le produit soit P
et le ppcm m. Comment déterminer alors les entiers solutions ? A titre d’exemple traiter le cas :
P = 24, m = 12.

7. ∗∗Soient a, b dans N∗ tels que ppcm (a, a + 5) = ppcm (b, b + 5). Montrer que a = b.

8. ∗∗Soient n, m deux entiers naturels, m étant impair. Montrer que 2n +1 et 2m− 1 sont premiers entre
eux.

9. Trouver toutes les solutions en nombres entiers de 29x− 11y = 1.

10. ∗Résoudre l’équation 5x− 3y + 8z = 1 dans Z3.

11. Trouver les entiers x tels que x ≡ 3 [7] et x ≡ 1 [11].

12. ∗∗∗Soit n ∈ N∗. Trouver le pgcd de (C1
2n, C3

2n, ..., C2n−1
2n ). (Oral X)

13. ∗∗Soit n ∈ N∗. Montrer que ppcm (1, 2, ..., 2n) = ppcm (n + 1, ..., 2n).

14. ∗∗∗Soit (a,m, n) ∈ N3 avec a > 2.

Montrer que le pgcd de am − 1 et de an − 1 est égal à ad − 1 où d = pgcd (m,n).

15. ∗∗∗Soient a et b premiers entre eux. Trouver le pgcd de a3 − b3 et (a− b)3.


