
MPSI 3 - Cahier de vacances... MPSI 3 - 2004/2005

Voici une fiche contenant 100 exercices de difficulté raisonable, plutôt techniques, qui recouvrent
l’ensemble du programme étudié cette année. A raison de 3 exercices par jour avec relecture du chapitre de
cours correspondant en cas de besoin, voilà une bonne manière de ne pas s’ennuyer sur la plage et de se
préparer un bon début d’année en Spéciales...

Algèbre générale

1. Soit E un ensemble non vide et f : E → E une application. Montrer que f est injective si et seulement
si pour tout (A,B) ∈ P(E)2, f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B).

2. Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1. Combien y a-t-il de couples (A,B) de P(E)2 tels que A∩B
soit un singleton.

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que deux transpositions de Sn commutent. Même
question avec deux cycles quelconques.

4. Rappeler la définition du centre Z(G) d’un groupe G. Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Y a-t-il
une inclusion entre Z(H) et Z(G) ∩ H ? Chercher un exemple montrant qu’il n’y a pas forcément
égalité.

5. Soit p > 5 un nombre premier. Montrer que p2 − 1 est divisible par 24.

6. Trouver le chiffre des unités de 789
en base 10.

7. Déterminer tous les triplets d’entiers (a, b, c) ∈ Z3 tels que 6a + 5b + 21c = 1.

8. Quel est le reste dans la division euclidienne de 20052005 par 11?

9. Résoudre dans Z le système (x ≡ 2 [7], x ≡ 1 [8], x ≡ 3 [9]).

10. Soit (a, b, c) ∈ Z3. Montrer que si a, b, c sont premiers entre eux deux à deux, alors ab + bc + ac et abc
sont premiers entre eux.

11. Déterminer l’image du cercle unité de C par z 7−→ (z−1)2. Trouver aussi l’image de la droite Re z = 0.

12. Soit X = {z = x + iy ∈ C, |z| 6 1, x > 0, y > 0} quart de disque de centre 0. Quelle est l’image de
X par z 7−→ z2 ?

13. Déterminer tous les sous-corps de C qui contiennent R.

14. Exprimer simplement cos
π

7
− cos

2π

7
+ cos

3π

7
.

15. Soit n > 1 et k ∈ Z. Calculer
∑

w∈Un

wk, où Un désigne le groupe des racines n-ième de l’unité.

16. Calculer
n−1∏
k=1

(1− e2ikπ/n).

17. Soit P ∈ C[X]. Quel est le reste dans la division euclidienne de P par (X − a)(X − b) ? Cas a = b ?

18. Décomposer en facteurs irréductibles dans R[X], P = X8 − 2X4 cos(2α) + 1.

19. Trouver tous les polynômes P de C[X] vérifiant P (X2) = P (X − 1)P (X + 1).

20. Résoudre dans C le système suivant :


x + y + z = 3
xy + yz + xz = 2
x3 + y3 + z3 = −9



21. Trouver les complexes λ tels que les racines de z3 + 3z2 + z + λ forment une progression arithmétique
et résoudre l’équation dans ce cas.

22. Soit a1, ..., an des complexes de somme nulle et x1, ..., xn des complexes. Quelle est la moyenne des

zéros de la fraction
n∑

k=1

ak

X − xk
?

23. Déterminer les réels x tels que cos x cos 2x cos 3x >
1
8
.

24. Décomposer en éléments simples dans C(X) la fraction
Xn−1

Xn − 1
.

25. Simplifier
∑

α15=1

α3

x + α6
.

Algèbre linéaire

26. Soit A =
(

2 3
8 4

)
. Montrer que {λI2 + µA, (λ, µ) ∈ R2} est une R-algèbre.

27. Soit f : P 7→ (X−1)P ′+P ′′(0). Cette application est-elle un endomorphisme de R[X] ? Si oui trouver
son image et son noyau.

28. Soit f : R → R. On note Ef le sous-espace vectoriel de F(R, R) engendré par les fonction x 7−→ f(x+a)
pour a ∈ R. Déterminer Ef et préciser sa dimension pour f(x) = x2, f(x) = cos x, f(x) = ex.

29. Soit E = C0(R, R). Etudier la liberté de la famille (fn)n>1, où fn(x) =
1

x2 + n2
.

30. Soient u, v deux endomorphismes de Rn avec u + v = Id et rg u + rg v 6 n. Montrer que u et v sont
des projecteurs.

31. Soient u, v deux endomorphismes de Rn avec u + v ∈ GL(E) et u ◦ v = 0. Calculer rg u + rg v.

32. Soit E un R-espace vectoriel, p un projecteur de E et a ∈ R. Discuter et résoudre l’équation x+ap(x) =
u en fonction de u ∈ E.

33. Soit A ∈ M3(R). Montrer que rg M5 = rg M4.

34. Soient A,B dans Mn(C). Résoudre (TrA)X − (TrX)A = B d’inconnue X ∈ Mn(C).

35. Soit f : Mn(R) → R une forme linéaire telle que f(AB) = f(BA) pour tout couple (A,B). Montrer
qu’il existe α ∈ R tel que f = αTr.

36. Soit A ∈ Mn(R). On suppose qu’il existe X non nul tel que AX = X. Montrer qu’il existe Y non nul
tel que tAY = Y .

37. Soit u un endomorphisme de Rn qui n’est pas une homothétie. Montrer qu’on peut trouver une base
de Rn pour laquelle le coefficient (1, 1) de la matrice de u dans cette base est nul.

38. Soit M =


1 + a 1 1 1

1 1 + b 1 1
1 1 1 + c 1
1 1 1 1 + d

. Calculer le déterminant de M ainsi que son inverse lorsque

M est inversible.

39. Calculer le déterminant de la matrice A = (aij)16i,j6n avec aij = |i− j|.

40. Quelle sont les matrices A de Mn(R) telles que A(Zn) = Zn ?



41. Calculer le rang de la matrice 4× n suivante:
1 2 3 . . . n
n n + 1 n + 2 . . . 2n− 1

2n− 1 2n 2n + 1 . . . 3n− 2
3n− 2 3n− 1 3n . . . 4n− 3


42. Calculer le rang de la matrice ((sin(i + j))16i,j6n.

43. On considère l’endomorphisme u de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

A =

 0 2 −1
2 −5 4
3 −8 6


Déterminer les sous-espaces vectoriels Ker (u− id), Ker (u2 + id). En donner des bases, la dimension,
et montrer que la réunion des bases trouvées forme une base B′ de R3. Donner la matrice A′ de u
dans cette nouvelle base B′. Préciser la matrice de changement de base P ainsi que son inverse.

44. A quelle condition deux matrices diagonales de Mn(C) sont-elles semblables ? équivalentes ?

45. Soit A ∈ Mn(R) de rang 1. Montrer que A est semblable à E11 ou à E12. Ces deux matrices sont-elles
semblables ?

Géométrie

46. Montrer qu’on définit un produit scalaire sur Mn(R) en posant 〈A,B〉 = Tr(tAB).

47. Caractériser la transformation de R3 euclidien de matrice dans la base canonique:

M = −1
9

 7 −4 4
4 8 1
4 −1 −8



48. Trouver a, b, c pour que la matrice A =

 2 −1 a
2 2 b
−1 2 c

 définissent une similitude directe de R3.

49. Dans la base canonique de R3 euclidien, écrire la matrice de la symétrie orthogonale par rapport au
plan d’équation x− 2y + 3z = 0.

50. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que deux retrournements de R3 commutent.

51. Dans R2 euclidien canonique quel est l’angle orienté entre les vecteurs u = (1, 2) et v = (−1, 1) ?
Ecrire la matrice des réflexions par rapport aux droites Ru et Rv. Matrice de la composée. Quel est
l’angle de la rotation obtenue ?

52. Dans R3 euclidien orienté, discuter et résoudre l’équation a∧ x = b∧ x où a, b sont deux vecteurs non
nuls fixés.

53. Soit u un vecteur unitaire de R3 euclidien orienté. Pour x ∈ R3 on pose f(x) = αx+β〈u, x〉u+γu∧x.
Déterminer une condition nécessaire sur (α, β, γ) pour que f soit un automorphisme orthogonal de
R3. Préciser alors la nature géométrique de f .

54. Soit G = On(R) ∩Mn(Z). Quel est le cardinal de G ? S’agit-il d’un sous-groupe de On(R) ?

55. Construire la courbe d’équation polaire ρ =
4 sin2 θ

sin θ − cos θ
.

56. Construire la courbe suivante et calculer sa longueur (pour t variant entre 0 et 2π):

γ(t) = (x(t) = a cos3 t, y(t) = a sin t(1 + cos2 t)).



57. Etudier les points doubles et les points d’inflexion de l’arc t ∈ [0, 2π] → (sin 2t, sin 3t).

58. Rayon de courbure en tout point de la card̈ıoide d’équation polaire ρ = a(1 + cos θ).

59. Soit (A,B, C) un triangle du plan affine euclidien, O un point distinct de A,B, C. Les perpendiculaires
en O à (OA), (OB), (OC) rencontrent respectivement (BC), (AC) et (AB) en P,Q,R. Montrer que
P,Q,R sont alignés.

60. Tracer la conique d’équation x2 − 4y2 + 6xy + x− 1 = 0 et préciser ses éléments géométriques.

Analyse

61. Soit (xn) une suite réelle. Quel rapport y a-t-il (inclusion, égalité) entre l’ensemble des valeurs
d’adhérence de la suite et l’adhérence de l’ensemble des valeurs de la suite ?

62. Quelles sont les parties ouvertes et fermées de R ?

63. L’enveloppe convexe d’une partie fermée de R est-elle fermée ? et dans C ?

64. Soit A une partie dense du plan R2. Montrer que l’enveloppe convexe de A est R2.

65. Soit an et bn deux suites réelles croissantes et non majorées. Montrer que l’ensemble des an − bm,
(n, m) ∈ N2 est dense dans R.

66. Etudier la limite de un =

√
a +

√
a + ... +

√
a +

√
a (avec n racines).

67. Etudier la limite de un = (1− thn)th 1/n.

68. Trouver un équivalent de un = n
√

n + 1− n+1
√

n ?

69. Soit an une suite de ]− 1,+∞[. Montrer que lim(an − ln(1 + an)) = 0 =⇒ lim an = 0.

70. Calculer les limites suivantes : lim
x→+∞

(
ln(x + 1)

lnx

)x ln x

et lim
x→0

(1 + sin x)
1
x − exp(1− x

2 )

(1 + tanx)
1
x − exp(1− x

2 )
.

71. Déterminer un équivalent en +∞ de f(x) = (x + 1)
1

x+1 − x
1
x .

72. Montrer qu’une fonction continue par morceaux sur [a, b] est bornée.

73. Soit f : R → R continue, tendant vers +∞ en +∞ et en −∞. Montrer que f est minorée et qu’elle
atteint son minimum.

74. Soit f : R → R dérivable sur R avec f ′(0) > 0. Est-il vrai que f est croissante sur un voisinage de 0 ?

75. Soit f : R+ → R+ dérivable croissante et majorée. Est-il vrai que f ′ tend vers 0 en +∞ ?

76. Montrer que la fonction x 7−→ x
√

x n’est pas uniformément continue sur R+.

77. Calculer la dérivée n-ième de f(x) =
2x

x2 − 1
.

78. Développement limité à l’ordre 5 en 0 de ln
(

tanx

x

)
.

79. Développement limité à l’ordre 3 en 1 de
x lnx

x2 − 1
.

80. Etudier la fonction f(x) =
1 + x√

x
arctan

√
x. En particulier montrer que f admet en 0 un DL à tout

ordre que l’on précisera. Etudier avec soin la branche infinie en +∞.



81. Montrer que pour x assez petit il existe un unique θ(x) ∈]0, 1[ tel que sinx = x − x3

6
cos(xθ(x)).

Calculer la limite de θ(x) lorsque x tend vers 0.

82. Soit f :∈ C2(R, R+) avec f(0) = f ′(0) = 0 et f ′′(0) > 0. La fonction
√

f est-elle dérivable en 0 ?

83. Soit f une fonction convexe telle que f(x) = o(x) au voisinage de +∞ et de −∞. Montrer que f est
constante.

84. Résoudre l’équation
√

cos x +
√

sinx = 1.

85. Résoudre l’équation arcsin
2x

1 + x2
= arctanx.

86. Etudier la suite définie par u0 ∈ R et la relation de récurrence un+1 =
1
2
(1 + u2

n).

87. Soit f : [0,+∞[→ R continue qui tend vers 1 en +∞. Montrer que
∫ x

0
f(t) dt ∼ x en +∞.

88. Déterminer lim
x→0

∫ 3x

x

sin t

t2
dt.

89. Calculer
∫ 1

−1

dt√
1 + t +

√
1− t + 2

.

90. Primitives de la fonction t 7−→ t(arctan t)2.

91. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite fn(x) = x arctan(nx).

92. Résoudre l’équation différentielle x(x2 − 1)y′ + 2y = x2. Préciser les solutions définies sur R.

93. On considère l’équation différentielle (E): (x2 − 1)y′′ − 6y = 0. Trouver les solutions polynomiales de
(E) puis résoudre complètement (E).

94. Soit q continue et sommable sur R+. Soit (E) l’équation différentielle y′′ + q(x)y = 0. Soit y une
solution bornée de (E). Montrer que y′ tend vers 0 en +∞.

95. Soit f ∈ C2(R, R) telle que ff ′′ − f ′2 = 1. Montrer que f est C∞. Trouver f .

96. Calculer
∫ b

a
sin2 ntdt. Existe-t-il un segment non réduit à un point sur lequel la suite de fonction

(sin2 nt)n>0 converge uniformément vers 0 ? et simplement ?

97. On pose fn(x) =
xn

1 + x + ... + xn
pour x > 0. Etudier la convergence simple puis uniforme sur R+ de

cette suite.

98. Trouver les parallélépipèdes rectangles de R3 de volume maximal, l’aire totale des six faces étant fixée
égale à 2A > 0.

99. Soit f : R2 → R de classe C2. Le laplacien de f est la fonction ∆f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
. On passe en

coordonnées polaires et on pose F (r, θ) = f(r cos θ, r sin θ).

(a) Calculer
∂f

∂x
en fonction de

∂R

∂r
et

∂F

∂θ
. Calculer de même

∂f

∂y
.

(b) Donner l’expression du laplacien de f en coordonnées polaires (i.e en fonction de r, θ et des
dérivées partielles de F par rapport à r, θ).

100. Calculer l’aire du domaine délimité par les paraboles y2 = 3− x et y2 = 3− 3x et le demi plan x > 0.


