Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Théme : Sommabilité Chapitre : 17

1. Recherche d’exemples.

(a) Donner un exemple de fonction f: Ry — Ry, continue, sommable sur R} et non bornée.

(b) Soit f: R4 — R4, sommable sur Ry qui admet une limite [ en +o0o. Montrer que [ = 0. Donner
un exemple d'une fonction sommable sur R™ n’ayant pas de limite en +oo.

(¢) Donner un exemple de fonction de classe C*, strictement positive et sommable sur R.

2. Etudes de sommabilité (abstraites).

(a) Soit f :Ja,b[— R continue par morceaux et bornée. Montrer que f est sommable sur |a, .

1
Par exemple x — sin —; est sommable sur |0, 1].

2
(b) Soit F' € R(X) une fraction rationnelle. A quelle condition = — F'(x) est-elle sommable sur R ?
(¢) Soit f:[1,+o0o[— R sommable. Montrer que g : x —— fE:) est sommable sur [1, 4+o00].
(d) Soit f :[0,1] — R continue et dérivable en 0 avec f(0) = f/(0) = 0. La fonction z — %72)
x

est-elle sommable sur ]0,1] ?

(e) Soit f: R — R continue et sommable. Etudier la sommabilité sur R de la fonction arctan f.

3. Etudes de sommabilité (concrétes).
Etudier dans chacun des cas la sommabilité de la fonction f sur lintervalle I proposé (on discutera
éventuellement selon les parametres réels a, 3, ...).
(a) frxr—z%In(z+1) et I =]0,+00].
(b) f:x+r—sinzexp(—FE(y/x)) et I =0, +0o0].

1
: —— et [ = .
() f:or— bz § sina) e [0, 4+o00[
x*Inz
(e) f:xzr—1Inthz et I =]0,+o0].
f) frx— T2 a7 et I = [1,+o0o[ puis sur I =|0, 1].
(g) f:xr+— 2?|cosz|® et I =[0,+00] (> 0).
2
x
(h) foﬁ et 1 =]0,1[.
Q) f 7““6‘21/ et =)0, 1].
x
G) f:ax— (e —1)28 et T =]0, 4+o0].
(k) f:2+— lnzln (1 + gé) et I =]0, +00].
) v BRI o f o oo
(m) f:z+——sinz?et I =R.
(n) f:a— hl(l;gx) et I =0, +00l.
(o) f:xw|sinz|® et I =[1,+00].



4. Soit I un intervalle, f : I — R strictement positive. On suppose f et 1/f sommables sur I. Montrer
que I est borné.

5. Calculs d’intégrales généralisées. Dans toutes les questions qui suivent on demande de calculer
I'intégrale proposée apres en avoir justifié ’existence.
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(b) / e “z"sinxdr pour n € N.

avec a < b.

) /b dt
R AN T ey
w/2
)/0 Vtan.
1
(e) / arctan \/1 — t2dt.
0
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(f)
o [Cu(ie L)
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Int
(h) / 1 dt. Faire une intégration par parties...
0o (1—1)y/t(l—1¢)

6. Expression intégrale de la constante d’Euler.

{u}

On note {u} = u — E(u) la partie fractionnaire du réel u. Montrer que la fonction u +—— -~ est
u
+o00 {u}

—5-du =1—7, ou vy est la
u

continue par morceaux et sommable sur [1,4o00[. Montrer que /

1 1
constante d’Euler définie par v = lirf <1 + 3 +--+——In n) .
n—-+o0o n

7. Intégrales classiques.

/2
On pose 1 :/ In(sint)dt, J = / n(cost)dt et K = / tIn(sin t)dt.
0

Bien qu’on ne puisse pas expliciter les primitives des fonctions qui interviennent, on peut tout de méme
obtenir la valeur de ces intégrales.

(a) Montrer que les trois intégrales existent. Prouver que I = J.

(b) En considérant I + J déterminer la valeur de I. Calculer enfin K.




