
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Calculs de sommes Chapitre : 1

En Mathématiques, on se trouve très souvent confronté à des sommes de plus de deux termes. On peut

ainsi écrire 1 + 2 + · · · + n la somme des n premiers entiers, qui rappelons-le, vaut
n(n + 1)

2
. Toutefois

l’utilisation des trois petits points montre vite ses limites, par exemple lorsqu’on envisage des sommes doubles
(ou pire !) mais aussi avec une écriture aussi simple que : 1 + 2 + · · ·+ 2n. Il y a en effet une ambiguité :
s’agit-il de la somme de tous les entiers entre 1 et 2n ou seulement des puissances de 2 ? L’utilisation

du symbole de sommation
∑

fait disparaitre ce problème : la première somme s’écrira
2n∑

k=1

k alors que la

seconde qui ne comporte que n termes vaut
n∑

k=1

2k.

Il est très important d’être parfaitement à l’aise avec la manipulation des
∑

. Le cours qui suit se place
dans le cadre général d’un ensemble M muni d’une loi de composition (notée +) associative, commutative et
avec un élément neutre (noté 0). Ce sont les seules propriétés utilisées. Toutefois, le lecteur pourra remplacer
M par R et ce d’autant plus que la plupart des exercices concerneront des sommes de nombres réels. Il y a
toutefois dans R quelques propriétés supplémentaires liées à l’existence d’une autre loi de composition : la
multiplication (cf. cours sur la structure d’anneau). Le texte qui suit définit la notation

∑
et en donne les

principales propriétés calculatoires. Les démonstrations sont omises : ce sont des récurrences fastidieuses à
écrire et les propriétés sont toutes assez évidentes. Il est plus important de s’entrainer à les utiliser avec les
exercices qui suivent. Tout ce qui suit a bien entendu un équivalent multiplicatif que le lecteur est invité à
écrire (il y a quelques exercices qui concernent les produits).

1. Somme d’une suite finie ordonnée.
La notation

∑
a été introduite par Joseph Fourier en 1820. On commence par définir la somme d’une

suite ordonnée de n éléments de M . Cela est fait récursivement :

• par définition la somme d’un seul élément a1 de M est lui-même :
1∑

k=1

ak = a1

• on sait ce qu’est la somme de deux éléments a1, a2 de M :
2∑

k=1

ak = a1 + a2

• soit n > 1. On suppose définies les sommes des (n − 1)-uplets d’éléments de M et on se donne

(a1, ..., an) ∈ Mn. On pose par définition :
n∑

k=1

ak =

(
n−1∑
k=1

ak

)
+ an.

2. Première propriété ; somme d’une famille finie quelconque.
Comme la loi + est associative et commutative, on montre aisément que pour toute permutation σ de

l’ensemble [[1, n]],
n∑

i=1

aσ(i) =
n∑

i=1

ai : la somme des ai ne dépend pas de l’ordre dans lequel on les prend.

Cela nous permet de définir la somme d’une famille finie quelconque d’éléments de M (il n’est pas
nécessaire de les ordonner). Précisement, soit I un ensemble fini de cardinal n > 1 et (ai)i∈I une famille
d’éléments de M indicée par I. Si σ : [[1, n]] → I est une bijection (qui numérote donc les éléments de I), on

peut considérer la somme
n∑

k=1

aσ(k). La propriété ci-dessus montre que cette somme ne dépend absolument

pas de la bijection (numérotation) choisie. C’est elle qu’on note simplement
∑
i∈I

ai. Par exemple, on peut

écrire
∑

16k6n

ak au lieu de
n∑

k=1

ak.

Exemple. Prenons pour I l’ensemble des entiers impairs entre 1 et 100 et ai = i2 pour i ∈ I. On pourra



écrire la somme considérée sous la forme plus parlante :∑
16k6100
k impair

k2

Le cardinal de I est 50 et il y a ici une bijection naturelle entre [[1, 50]] et I, à savoir i 7→ 2i− 1. On pourra
utiliser cette bijection pour le calcul de notre somme :

∑
16k6100
k impair

k2 =
50∑
i=1

(2i− 1)2 =
50∑
i=1

(4i2 − 4i + 1) = 4
50∑
i=1

i2 − 4
50∑
i=1

i +
50∑
i=1

1

et on est ramené à des choses connues...
On notera l’utilisation dans la dernière égalité de la propriété suivante : si (ai)i∈I et (bi)i∈I sont deux

familles finies indicées par le même ensemble I, on a
∑
i∈I

(ai + bi) =
∑
i∈I

ai +
∑
i∈I

bi .

3. Changement d’indice.
Une remarque très importante pour commencer : la variable d’indice est ”muette” (i.e. locale, interne à

la somme). On peut la changer comme on veut sans modifier la valeur de la somme :∑
i∈I

ai =
∑
k∈I

ak =
∑
t∈I

at =
∑
µ∈I

aµ = · · ·

(il faut juste faire attention à effectuer la substitution partout). Second point très important qui évitera
des erreurs : le résultat final d’une somme ne peut en aucun cas dépendre de l’indice de sommation ! Par

exemple, si on calcul
n∑

k=1

k2, le résultat dépendra de n (variable globale i.e. extérieure à la somme) mais pas

de k qui est l’indice de sommation.
Dans le calcul des sommes on utilise sans arrêt la possibilité de faire des changements d’indice i.e. de

renuméroter les termes avec diverses bijections : si σ : J → I est une bijection, et (ai)i∈I notre famille de

M , on a
∑
i∈I

ai =
∑
j∈J

aσ(j) . On dit qu’on a fait le changement d’indice i = σ(j). Par exemple :

n∑
k=1

ak =
n−1∑
i=0

ai+1

consiste à faire le changement d’indice k = i+1 à l’aide de la bijection de [[0, n− 1]] sur [[1, n]] qui à i associe
i + 1 (on dit ici qu’on fait un décalage d’indice). Dans un premier temps je vous invite à toujours écrire
la bijection utilisée et à bien faire attention de changer le domaine de sommation. Au début prenez une
nouvelle lettre pour l’indice même si, comme les indices sont muets, on peut toujours revenir à la lettre

initiale :
n∑

k=1

ak =
n−1∑
k=0

ak+1.

Exemple.
Tout le monde connait l’astuce suivante de Gauss. Pour avoir la paix et travailler avec une autre classe

son instituteur, M. Büttner, avait demandé aux élèves de la classe de Gauss de calculer la somme des entiers
de 1 à 100 puis de mettre le tableau avec le résultat sur le bureau (l’ordre donnant la note). En une minute
Gauss rendit son tableau avec la réponse exacte ! En posant S = 1+2+· · ·+100 il a écrit S = 100+99+· · ·+1
et en ajoutant les deux, 2S = 101 + 101 + · · ·+ 101 = 100× 101. Donnons la rédaction avec des

∑
de cette

idée géniale (Gauss avait 7 ans) :

Sn =
n∑

k=1

k =
n∑

i=1

(n + 1− i) =
n∑

k=1

(n + 1− k)



(en posant i = n + 1 − k ou k = n + 1 − i !). Ainsi, (et on voit l’intérêt que présente le retour au même
indice)

2Sn =
n∑

k=1

k +
n∑

k=1

(n + 1− k) =
n∑

k=1

(k + n + 1− k) =
n∑

k=1

n + 1 = n(n + 1)

et on retrouve notre formule bien connue.

4. Regroupement par paquets.
Voici une propriété fondamentale très utilisée. Commençons par un exemple simple. Si (ak)16k6n est

une famille de M et p ∈ [[1, n]] on a clairement :
n∑

k=1

ak =
p∑

k=1

ak +
n∑

k=p+1

ak. On a coupé la somme en deux

paquets. De manière générale, considérons une famille finie (ai)i∈I de M et soit I1, ..., Ip un partage fini de
I (les Ik sont deux à deux disjoints et leur réunion vaut I). Alors, on a

∑
i∈I

ai =
p∑

k=1

∑
i∈Ik

ai

On passe d’une somme simple à une somme double (et on a l’impression que cela complique les choses) mais
l’idée est bien entendu de faire des paquets pour lesquels les sommes sont plus faciles à calculer.

Exemple. Calculer Sn =
2n∑

k=1

(−1)kk. Il est naturel de séparer les indices selon leur parité :

Sn =
∑

16k62n
k pair

k −
∑

16k62n
k impair

k =
n∑

i=1

(2i)−
n∑

i=1

(2i− 1) =
n∑

i=1

1 = n

Une autre manière de faire le calcul est de regrouper les entiers par paquets de 2 : Sn = (−1 + 2) +
(−3 + 4) + · · ·+ (−2n + 1 + 2n). Il y a n paquets et la somme de chaque paquet vaut 1 d’où le résultat.

Voici un regroupement très courant : la somme d’une suite constante c est immédiate (
∑
i∈I

c = c|I|) (on

note |I| le cardinal de I). Prenons I fini et f : I → M une application (je préfère prendre le point de vue
application plutôt que famille ici). Notons F l’image de f c’est-à-dire l’ensemble des valeurs prises par f .
On va utiliser comme partage de I les fibres de f , c’est-à-dire les ensembles Iy = f−1(y) pour y ∈ F . On a
alors : ∑

x∈I

f(x) =
∑
y∈F

∑
x∈Iy

f(x) =
∑
y∈F

∑
x∈Iy

y =
∑
y∈F

y|Iy|

Exemple. Soit E de cardinal n. Calculer
∑

X∈P(E)

|X| (cf. exercice ci-après). La fonction considérée

ici (qui à une partie de E associe sont cardinal) prend ses valeurs dans l’ensemble [[0, n]]. Il nous reste à
compter, pour tout k ∈ [[0, n]], combien il y a de parties de cardinal k dans E. On sait qu’il s’agit de Ck

n (le
coefficient binomial). Ainsi,

∑
X∈P(E)

|X| =
n∑

k=0

∑
X∈P(E)
|X|=k

|X| =
n∑

k=0

kCk
n = ...

et le lecteur finira le calcul !

5. Sommes doubles ; principe de Fubini.
Cela concerne les familles finies indicées par un produit cartésien. On va voir plus bas que cela intervient

assez naturellement. Soit (aij)(i,j)∈I×J , I, J finis, une telle famille. On a alors :∑
(i,j)∈I×J

aij =
∑
i∈I

∑
j∈J

aij =
∑
j∈J

∑
i∈I

aij



Plus généralement, soit L ⊂ I × J et (aij)(i,j)∈I×J , I, J finis. Pour i ∈ I on pose Li = {j ∈ J, (i, j) ∈ L} et
pour j ∈ J on pose Cj = {i ∈ I, (i, j) ∈ L}. Alors,∑

(i,j)∈L

aij =
∑
i∈I

∑
j∈Li

aij =
∑
j∈J

∑
i∈Cj

aij

Il s’agit simplement d’une application du regroupement par paquets en partageant L à l’aide des Cj ou des
Li.

Exemple. Plaçons nous par exemple dans le corps des nombres réels. On voit les sommes doubles
apparaitre naturellement lorsqu’on développe un produit de deux sommes : si (a1, ..., an) et (b1, ..., bp) sont
des familles finies de réels, on a :

(
n∑

i=1

ai

) p∑
j=1

bj

 =
∑

(i,j)∈[[1,n]]×[[1,p]]

aibj

On notera sur cet exemple qu’il est impératif de prendre des indices différents pour chacune des deux
sommes !

Exemple. Pour calculer une somme double comme
∑

16i6j6n

aij on peut choisir de sommer d’abord sur i

ou d’abord sur j. On a ∑
16i6j6n

aij =
n∑

i=1

 n∑
j=i

aij

 =
n∑

j=1

(
j∑

i=1

aij

)
et cela ramène à deux sommes simples.

6. Dernières remarques.
• Toutes les sommes que nous manipulerons pour l’instant sont finies. Pour parler de somme infinie,

il faut faire de l’analyse et il y a des questions de convergence en plus. Généraliser convenablement les
propriétés ci-dessus demande donc un certain travail...

• Par convention une somme indicée par l’ensemble vide est nulle : par exemple
n∑

k=1

k vaut 0 pour n = 0.

• On rappelle enfin les sommes classiques qu’on pourra utiliser dans les exercices :

n∑
k=1

k =
n(n + 1)

2

n∑
k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6

n∑
k=1

k3 =
n2(n + 1)2

4

• Lorsqu’on demande de calculer une somme (on dit aussi clore une somme), cela signifie qu’on attend
un résultat sans symbole

∑
, ni bien entendu de petits points !

1. Suites arithmétiques et géométriques.

(a) Soit a, b deux réels. Calculer
n∑

k=0

(a + kb).

(b) ∗Soit x ∈ R et n ∈ N. Calculer
n∑

k=0

xk.

2. ∗Clore les sommes suivantes :

(a)
n∑

k=1

(2k − 1) (b)
n∑

k=0

(−1)n−k (c)
n∑

k=1

1
k(k + 1)

(d)
n∑

k=1

k(n + 1− k).



3. ∗∗Clore la somme
n∑

k=1

k2k. On pourra utiliser 1.(b) ou écrire cette somme sous la forme
∑

16i6k6n

2k.

4. ∗Quelques sommes doubles. Calculer pour n ∈ N∗ :

(a) an =
∑

(i,j)∈[[1,n]]2

min(i, j) (b) bn =
∑

(i,j)∈[[1,n]]2

max(i, j) (c) cn =
∑

16i6j6n

ij

(d) dn =
∑

16i6j6n

i + j (e) en =
∑

16i,j6n
|i−j|=1

ij (f) fn =
∑

i+j=n

ij.

5. Somme harmonique.

On pose Hn = 1+
1
2

+ · · ·+ 1
n

pour tout n > 1. Cette somme, dite harmonique, intervient très souvent.
Il n’en existe pas de forme close.

(a) Exprimer en fonction de n et Hn la somme
∑

16i<j6n

1
j − i

.

(b) Même question pour la quantité
n∑

k=1

kHk.

6. ∗∗∗Des sommes multiples.

Calculer pour n ∈ N∗ : ∑
16k6n

16i1<i2<···<ik6n

i1i2...ik et
∑

16k6n
16i1<i2<···<ik6n

1
i1i2...ik

7. ∗∗Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1. Calculer
∑

X∈P(E)

|X| et
∑

X∈P(E)

(−1)|X||X|.

8. ∗Montrer l’identité suivante :

(
n∑

k=1

ak

)(
n∑

k=1

bk

)
= n

n∑
k=1

akbk −
∑

16i<j6n

(aj − ai)(bj − bi).

9. ∗Points fixes d’une permutation

La méthode de double sommation, ou principe de Fubini, est un outil très puissant en combinatoire.
Voici un premier exemple simple.

Soit n > 1. On note Sn l’ensemble des permutations de [[1, n]]. Pour σ ∈ Sn et k ∈ [[1, n]] on pose
f(σ, k) = 1 si σ(k) = k et f(σ, k) = 0 sinon. On note enfin Fσ le nombre de points fixes de σ. En
calculant

∑
(σ,k)∈Sn×[[1,n]]

f(σ, k) de deux manières différentes, déterminer le nombre moyen de points fixes

d’une permutation de [[1, n]].

10. ∗Montrer que pour tout n > 1, n!n+1 =
n∏

k=1

k!
n∏

k=1

kk.

11. ∗∗Trouver une expression n’utilisant que des factorielles pour
2n∑

k=1

(−1)k ln
(

1 +
1
k

)
.



12. ∗∗Simplifier les produits suivants : (a)
n∏

p=2

(
1− 1

p2

)
(b)

n∏
k=1

(1 + z2k
) (c)

n∏
k=1

cos
θ

2k
.

13. ∗∗∗∗On pose pour tout n > 1, An = {(p, q), 1 6 p < q 6 n, pgcd (p, q) = 1, p + q > n}. Calculer :

Sn =
∑

(p,q)∈An

1
pq


