
Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004/2005
Thème : Pivot de Gauss, systèmes linéaires Chapitre : 16

Cette fiche d’exercices concerne les opérations élémentaires sur les matrices, l’algorithme du pivot de
Gauss, les calculs pratiques de rang et d’inverse, la résolution des systèmes linéaires.

1. ∗∗Mise en bouche.

On écrit 100 nombres (pas forcément entiers ni positifs) autour d’un cercle. Leur somme est égale à
100 et la somme de 6 nombres consécutifs ne dépasse jamais 6. Si l’un des nombres vaut 6, quels sont
les autres ?

2. ∗Calculs de rang.

(a) Discuter suivant a ∈ R le rang de la matrice B =


1 1 −1 2
a 1 1 1
1 −1 3 −3
4 2 0 a

.

(b) Quel est le rang de la famille [(0, 1, 2,−1), (1, 2, 2,−1), (0, 2,−1, 1), (4, 6, 1, 3)] de R4 ?

3. ∗Recherche d’un noyau.

Donner une base du noyau de la matrice A =


1 2 3
−1 2 3
3 2 3
2 0 0

.

4. (a) ∗Discuter et résoudre le système linéaire suivant :


2x + y − 3z = a
3x + y − 5z = b
4x + 2y − z = c
x− 7z = d

(b) ∗Quel est le rang de la matrice A =


2 1 −3
3 1 −5
4 2 −1
1 0 −7

 ? Caractériser l’image de A par des équations.

5. ∗∗Même exercice en prenant le système
x + 2y + 3z − 4t = a
2x− y + 2z + 5t = b
2x− y + 5z − 4t = c
2x + 3y − 4z + t = d

6. ∗Calcul de rang.

Déterminer, en fonction de m ∈ R, le rang de la matrice A =

 1 1 1−m
1 + m −1 2

2 −m 3

 et dans chacun

des cas, donner une base du noyau de A.

7. ∗Intersection d’hyperplans.

On considère les 4 hyperplans H1,H2,H3,H4 de R5 d’équations respectives dans la base canonique :
(H1) : x1 − x2 + 2x3 − x4 + x5 = 0; (H2) : x1 = x2 + x3 − 3x5; (H3) : x1 − x2 + 5x3 − 2x4 − x5 = 0 et
(H4) : x1 − x2 + 2x3 − x4 − x5 = 0. Quelle est la dimension de H1 ∩H2 ∩H3 ∩H4 ?



8. ∗∗Un problème géométrique.

(a) Résoudre le système suivant : 

x1 + x2 = a1

x2 + x3 = a2
...

xn−1 + xn = an−1

xn + x1 = an

(b) ∗On se donne n points A1, ..., An dans le plan. Existe-il un polygone à n côtés tel que les points
Ai soient les milieux des n côtés de ce polygone?

9. A et tA sont semblables : le cas n = 2

Soit A =
(

a b
c d

)
∈ M2(R). On suppose que b 6= 0. On considère le système linéaire (S): tAP = PA

où l’inconue est P =
(

x y
z t

)
∈ M2(R).

(a) Montrer que (S) est équivalent à y = z et une seconde équation en x, y et t que l’on précisera.
Achever la résolution et donner une base de solutions.

(b) Vérifier que (S) admet une solution P qui est inversible.

(c) Déduire de cette étude que toute matrice de M2(R) est semblable à sa transposée.

10. ∗Un inverse. Calculer l’inverse de la matrice :

 1 2 3
0 4 5
0 0 6


11. ∗∗Un inverse. Calculer l’inverse de la matrice :

1 6 5 4 3 2
2 1 6 5 4 3
3 2 1 6 5 4
4 3 2 1 6 5
5 4 3 2 1 6
6 5 4 3 2 1



12. ∗∗∗Décomposition LU (Lower-Upper).

Soit A = (aij)16i,j6n ∈ Mn(K). On suppose que pour tout k ∈ [[1, n]] la sous-matrice (aij)16i,j6k est
inversible.

(a) Montrer qu’il existe L triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et U triangulaire
supérieure inversible telles que A = LU .

(b) Prouver que cette décomposition est unique.

13. ∗∗∗∗Un lemme de Siegel.

Soient n > m dans N∗, A ∈ Mm,n(Z). On suppose que ∀(i, j), |ai,j | 6 α ∈ N∗. Montrer qu’il existe
X = (x1, ..., xn) ∈ Zn, X 6= 0 tel que AX = 0 et pour tout 1 6 j 6 n, |xj | 6 (nα)

m
n−m +1. (ENS Ulm)


