Fiche d’exercices MPSI 3 - 2004,/2005
Théme : Continuité uniforme Chapitre : 6

1. *Lipschitzienne vs uniformément continue.
Soit I un intervalle de R. On rappelle qu’une application f : I — R est K-lipschitzienne sur I si elle
vérifie |f(x) — f(y)| < K|z — y| pour tout (z,y) € I°.
(a) Montrer qu’une application f: I — R K-lipschitzienne est uniformément continue sur I.

(b) Montrer que x — /z est uniformément continue sur [0, 1] mais n’est pas K-lipschitzienne pour
tout K > 0.

2. *Critere pratique.
Soit f : R — R une application. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est uniformément continue sur R.

(77) Pour toutes suites (zp)n>0 €t (Yn)n>0, vérifiant v, — z, — 0, on a f(y,) — f(zn) — 0.

3. "Théorémes d’opération. Soit f, g deux fonctions uniformément continues sur un intervalle I.

1
(a) Etudier I'uniforme continuité sur I de f + g, fg et — lorsque f ne s’annule pas sur I.

f

(b) On suppose que f(I) C I. La fonction g o f est-elle uniformément continue sur I ?

(c) On suppose que f est strictement monotone sur I. Est-ce que f~! est uniformément continue sur
lintervalle J = f(I) ?
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4. **Une limite. Soit f :]0,1] — R uniformément continue sur ]0,1]. Montrer que — Z(—l)kf <>
n n
k=1
tend vers 0.

5. **Recollement. Soit I =|a,b] et J = [b,c[, a,c dans R et f : T UJ — R. Montrer que f est
uniformément continue sur I U J si et seulement si elle I'est sur I et sur J.

6. **Fonction continue avec limites finies en +co.

Soit f : R — R continue et admettant une limite finie /1 en +00 et une limite finie Iy en —oo. Montrer
que f est bornée et uniformément continue. Une application bornée et continue sur R est-elle forcément
uniformément continue 7

7. *Fonction périodique continue.

Soit f : R — R continue et T-périodique, T' > 0. Montrer que f est uniformément continue sur R.

8. *Domination. Soit f : Ry — R uniformément continue sur R;. Montrer qu’il existe (a,b) € R? tel
que Yz € Ry, |f(x)] < az +b.

9. *Soit f : Ry — R uniformément continue. On suppose que pour tout x > 0, la suite (f(nz))nen
converge vers 0. Montrer que f tend vers 0 en +o0.

On peut montrer a l'aide du théoréeme de Baire, que le résultat précédent est encore vrai si f est
seulement continue.




